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位错动力学在极端环境力学中的发展及应用

崔一南1，柳占立1，胡剑桥2，刘凤仙1，庄    茁1

（1. 清华大学航天航空学院应用力学实验室，北京　100086；

2. 中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室，北京　100190）

摘要：作为联系分子动力学和连续介质力学方法的桥梁，离散位错动力学 (DDD) 方法近些

年来取得了诸多进展。其典型代表就是 DDD 与连续介质有限元方法 (FEM) 的耦合，使其可以

考虑复杂的边界条件及多物理场的耦合作用。首先介绍了 DDD 方法及其与 FEM 耦合的典型方

法，然后面向高应变率、高温、强辐照几种极端环境，系统阐述了 DDD 及其耦合方法的发展思路

和进展，展示了该方法在揭示微观机理、发展连续化理论模型上的若干成果。

关键词：离散位错动力学；高应变率；高温；高压；强辐照

中图分类号：O344.1                      文献标识码：A

随着现代科技的发展，越来越多的材料和结构需要在极端环境中服役。金属材料在高应变率、高

温、高压等极端条件下的力学行为与常态下有着显著的区别，变形失效机理非常复杂，给材料在极端条

件下服役时的性能评价和安全评估带来了挑战。在极端环境下，相关实验研究往往需要巨大的经费投

入，并且仍然显著受限于时空分辨率，难以解耦复杂影响因素。近些年来，多尺度数值计算方法的迅猛

发展为理解极端环境下材料与结构的变形失效机理提供了前所未有的机遇。

如图 1 所示，材料变形和破坏的内在多尺度物理过程可以借助不同时空尺度的计算方法加以研

究。通常来说，计算的尺度越小，捕捉的物理过程越完备，但是也意味着更显著的复杂性，其所能研究

的时空尺度也就越小。目前广泛采用的纳观尺度计算方法主要是分子动力学 (Molecular dynamics，
MD) 模拟方法。该方法将原子看作质点，通过求解牛顿运动方程，获得系统内所有原子的运动轨迹，基

于对大量离散原子运动性质的统计平均得到宏观意义上的物理量。这一方法能够从最基本的原子尺

度刻画晶格迁移、缺陷演化等信息，通过大规模原子模拟，探寻材料变形的原子级机理 [1–3]。该方法对

于揭示缺陷形核及基本相互作用机制等提供了很多有价值的信息。例如，Zhu 等 [4] 通过分子动力学模

拟系统地研究了纳米单晶材料在不同应变率加载下的变形过程，研究结果表明位错的表面形核机制对

纳米材料的屈服起着主导作用，继而从原子热激活角度出发提出了在给定温度和应力状态下的位错形

核率；Liu 等[5] 揭示了单个位错线与离散的辐照缺陷之间的相互作用机理。但是，由于受计算能力的限

制，该方法能够处理的问题在时间和空间尺度上仍然具有很大局限性。经典的 MD 模拟目前能够处理

的问题尚在皮秒 (10−12 s) 量级。此外，为了缩短计算时间，通常需要增加载荷速率，模拟过程中的应变

率远高于实验值，而高应变下的微结构演化特征可能失真。

为了拓展研究问题的时空尺度，大量采用连续介质力学有限元计算研究材料的力学响应，针对离

散的微观结构进行统计平均，得到宏观意义上的物理量，通过在连续介质框架中引入与微结构演化相

关的内禀参数来描述微结构演化。对材料微塑性行为研究通常基于两种理论框架。一种是基于 J2 塑

性理论，研究者通过在屈服应力中引入考虑几何必需位错的 Taylor 硬化模型，建立了应变梯度塑性理
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论 [7–8]。该方法采用各向同性硬化，不包含晶体中滑移系的信息，因而无法反映晶体取向的影响。另一

种是晶体塑性理论，研究者以位错密度为演化量建立每个滑移系的位错密度演化方程或者直接建立各

个滑移系上塑性量的演化方程来描述材料的塑性变形行为 [9–12]。该方法较好地预测了单轴压缩、纳米

压痕、变形形态学、动态冲击等问题，能模拟的时间和空间尺度相比 MD 方法有较大的提升，然而模拟

过程通常是引入以位错密度为代表的内变量，对位错微结构等细节的刻画具有一定的局限性。

此外，MD 模拟难以为晶体塑性理论所考虑的大量微结构累积行为描述提供直接信息。为解决这

一问题，必须借助微介观尺度的离散位错动力学 (Discrete dislocation dynamics，DDD) 方法向下联系

MD，向上联系晶体塑性理论。DDD 方法以位错线为研究对象，可以从离散层次处理比原子尺度更大

的塑性问题，其特征时间和空间尺度在亚微米、微米和秒量级，与原位投射电镜（TEM）实验中位错运动

的时空尺度相一致。因此，离散位错动力学被认为是一种“计算实验” [13]，是揭示微尺度塑性形变失效

机制非常有效的手段[14–16]。

本文中首先简要介绍位错动力学方法，然后分别介绍近些年该方法在高应变率、高温及辐照极端

环境下的发展和应用。

1    位错动力学方法简介

DDD 方法主要是基于位错的弹性理论发展起来的，通过求解弹性体中位错线的运动方程来计

算塑性应变。如图 2[17] 所示，其基本思路为首先将位错线离散为具有一定长度的位错段，然后计算

位错段所受到的力，继而计算在一定的温度等条件下的位错运动速度，据此更新位错的位置。当位

错之间的距离很近时，根据能量法则判断其是否发生相互反应。此外，对于螺性位错还需要判断其

是否发生交滑移机制，继而更新外载条件，并且计算位错产生的塑性应变。此过程不断循环，直到

加载完成。

早在 1968 年，Foreman[18] 就基于二维位错动力学研究了位错和刚性障碍物的相互作用。20 世纪

80 年代以来，随着计算条件的不断改善，大量的二维离散位错动力学模拟 (2D-DDD) 相继涌现。它们

通常只考虑无限长的直刃位错组，从垂直位错线的平面上看，每根位错线都对应一个带有滑移系特征

的离散的点。Deshpande 等[19–20] 发展了有限变形框架下的 2D-DDD，模拟了微柱拉伸试验，结果表明当

限制拉伸轴的旋转时，会引起几何必需位错密度的累积，弱化尺寸效应而强化包辛格效应。我国华中

科技大学李振环课题组利用 2D-DDD 模拟，系统地研究了微柱压缩 [21] 和纳米压痕 [22] 中的尺寸效应。

此外，他们在 2D-DDD 中引入了位错攀移和晶界穿透机制，研究了多晶镍基合金的疲劳裂尖特征等[23]。

但是，通常 2D-DDD 无法考虑三维位错连接的形成和破坏，所捕捉到的应变硬化行为多是由 GND 的存
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图 1    材料变形失效行为研究在不同时空尺度下通常采用的计算方法[6]

Fig. 1    Simulation methods at different temporal and spatial scales to investigate
material deformation and failure mechanisms[6]
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储引起的[24]。为解决这一问题，Benzerga[25] 发展了 2.5D-DDD，引入了一些表征三维位错反应的法则，捕

捉到了微柱压缩过程中的位错匮乏硬化现象。但是，此类模型涉及到诸多简化，难以考虑复杂的位错

反应，也难以重现真实的位错构型。

三维离散位错动力学 (3D-DDD) 则可以更全面的考虑不同类型的位错反应，并且自然捕捉真实的

三维位错形貌。如图 3 所示，在现有的 3D-DDD 中，位错线有两种离散方式。一种是依赖于潜在晶格

的描述，将位错线离散为刃型-螺型位错段或刃型-混合型-螺型位错段。力的计算在位错段的中点上进

行，即图 3(a) 中的空心点。它起源于 Kubin 等 [26] 的模型，便于保证位错段的运动始终沿着晶体学取向

进行，计算效率高。另一种是连续化描述，将位错段离散为通过节点连接的直线位错段[27] 或曲线位错段[28]，

位错段的节点位置和取向可以连续变化，力的计算在位错段的节点上进行，即图 3(b) 中的实心点。该

方法易于处理复杂形状的位错线[29]。

单纯的 3D-DDD 模拟往往存在一定的局限性：(1) 通常采用周期性边界条件，位错之间的相互作用

基于位错在无限大体积中的弹性应力场得到，难以有效计算复杂形状表面或界面的镜像力；(2) 3D-

(a)                                                                   (f)

(b)                                                                   (e)

(c)                                                                   (d)

F                                    F
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图 2    位错动力学基本流程图[17]

Fig. 2    Flowchart of dislocation dynamics method[17]
 

(b)(a)

图 3    三维位错线的不同离散方式：（a）基于晶格的描述，（b）连续化描述

Fig. 3    Different discretization of three-dimensional dislocation lines:
(a) lattice based description，(b) continuum description
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DDD 模型多采用固壁假设，适用于模拟小变形情况，无法考虑变形过程中试样形貌的变化；(3) 位错核

附近的强烈非线性效应难以精确描述；(4) 计算成本随着位错段数量的增加而急剧增加，模拟所能达到

的尺寸范围和应变范围仍然比较有限。为了解决上述问题，前人开展了大量工作将 DDD 与其他尺度

的计算方法 (如分子动力学、连续介质力学)结合，实现多尺度模拟。到目前为止，DDD与有限元方法[12, 29–30]

或边界元方法[28, 31] 的耦合主要有两种思路：一种是叠加法 (Superposition method，SPM)，另一种是离散连

续晶体塑性计算方法 (Discrete-continuous model，DCM)。
叠加法最初是由 Giessen等[30] 提出的。如图 4所示，有限晶体试样中的总应力场 σ包括两个部分 

σ = σ∞+
∧
σ (1)

σ̂式中：σ∞为位错在无限介质中产生的应力场，通常可借助解析解得到； 为附加应力场，用于抵消该面

力的作用并修正真实的位移边界条件。σ∞会在真实试样的表面产生面力 

T = σ∞ · ns (2)

式中：ns 为表面的法向。

叠加法可以很好地捕捉位错间的短程相互作用 [32]，但是每一根位错的解析应力场都需要在每个

计算步重新计算，占用较长的计算时间。同时，该方法基于两个弹性场的叠加，难以直接体现塑性应变的

概念。

DCM 基于细观力学中的特征应变思想，直接根据 DDD 计算的塑性应变，在统一的有限元框架下

求解边值问题的解 [33–35]。如图 4(b) 所示，主要包括 4 个变量传递过程 [33]。(1) 利用 DDD 计算位错的滑

移量，进而计算塑性应变 εp，并将其传递给有限元模型 (FEM)，以此来代替传统唯象的本构关系
 

∇
σe = Ce : (ε̇− ε̇p) (3)

∇
σe ε̇ ε̇p式中： 是 Cauchy 应力 σ的客观应力率，Ce 是弹性模量张量， 和 分别是总应变率和塑性应变率张

量。(2)根据边界条件，在统一的连续介质框架下，利用 FEM求解该塑性应变所对应的平衡应力场[12, 36]
 

σ∞ σ = σ∞ + σ
T = T 0 − T T 0 on Γf

T0 on Γf

u0 on Γu

u

u0 on Γu

σ = C(εtot − εp)

εp

Fe·Fe−1
.

u on Γu u = u0 − u on Γu
^

on Γf on Γf

σ
(a)

(b)

DDD

T = σ∞·ns

FEM

DDD FEM

^ ^

^ ~
~

~ ~

图 4    叠加法示意图（a）和 DCM 方法变量传递示意图（b）[33]

Fig. 4    Schematic of superposition method (a) and the variable transfer process in discrete continuous method (b)[33]
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Mü+ f int = f ext (4)
  

M =
w
Ω
ρNT NdΩ

f int =
w
Ω

BT
eσdΩ

f ext =
w
Γ

BT
e T0dΓ+

w
Ω

BT
eσ

0dΩ

(5)

  
u = u0 Γ ∈ Γu

T = T0 Γ ∈ Γf

T = 0 Γ < (Γu∪Γf)

(6)

式中：M 是质量矩阵，u 为位移场，N 是形函数向量，ρ是材料密度，Ω 代表体积，Be=grad[N]，f int 是内部

节点力向量，f ext 是外加面力 T 0 和初始应力场 σ0 引起的外部节点力。这里，σ0 是由试样中初始存在的

静态位错引起的。随后，将 FEM 计算的应力场 σ 传递给 DDD，并作为外力驱动位错运动。由于

FEM 无法准确计算位错核附近的应力场，位错间的近程相互作用力需要通过解析解加以修正。

(3)FEM 计算得到的位移场 u 传递给 DDD，以保证位错动力学模型和有限元模型同步变形。(4)FEM 计

算得到的变形梯度场传递给 DDD，以考虑滑移系的转动效应。

如何将 DDD 中计算得到的离散塑性应变场 εp 合理分配至连续介质力学框架中的材料点上，是

DCM 的核心问题。研究者们对此开展了大量研究，并提出了多种不同的塑性局部化分配方案 [12, 32, 35]，

其主要差别在于塑性局部化时所选的特征体积以及向有限元积分点分配塑性应变量的权函数不同。

Cui 等 [33] 通过定量对比各种局部化分配方案的优缺点，整合各方法的优势，提出了一种新的塑性局部

化方案，该方法考虑了局部化参数对滑移系信息的依赖性，表现出良好的计算精度。同时，还提出了有

效的应力插值方案，弥补了 DCM相对于 SPM方法在计算镜像力方面精度不足的缺陷。

2    位错动力学在高应变率效应研究中的进展与应用

与常态下相比，高速冲击导致的极端高温、高压、高应变率条件使得金属材料的物理和力学性质

均会发生显著的改变，这给获得材料在冲击波加载下的状态方程、冲击强度等动力学参数带来了挑

战。在冲击波加载下，材料的变形从受力处向材料的内部快速传播，冲击波的波形则能够反映材料的

动态响应特征，包括材料物态和强度等的变化。目前材料动态本构模型的建立及参数确定主要依赖于

宏观屈服强度的拟合，相关模型的适用性受到极大的限制。因此，大量研究者试图深入研究极端条件

下材料的塑性变形机理，构建基于微介观机理的动态本构模型。

随着计算机数值模拟技术的发展，各种数值模拟方法已经成为获取材料在冲击载荷等极端条件下

内部微结构演化的重要手段。目前以 MD 模拟和 DDD 为核心的多尺度计算方法在研究金属材料冲击

问题中得到了广泛的应用。本节将主要介绍 DDD方法在高应变率条件下的发展及应用。

DDD方法在研究高应变率乃至冲击加载下材料的动力学行为时面临新的挑战，主要包括：(1)高应

变率下位错的运动规律发生变化；(2)高应变率下位错的形核萌生过程起着重要作用；(3)高应变率往往

伴随着高温和高压效应，其中冲击波压缩会引起高温。此外，位错运动导致大量的塑性热产生，使得材

料温升进而引起热力耦合过程；(4) 超高应变率下，位错动力学的准静态应力场解不再适用，亟需发展

高速位错的弹性动力学理论，揭示其相互作用规律由于时间依赖性及历史依赖性带来的新机理。对上

述问题的研究与认识常常需要借助大量 MD 的研究、冲击实验以及深入的理论分析，下面将分别展开

进行具体介绍。

2.1    高应变率下的位错运动规律

传统的 DDD 模拟常常研究材料在准静态加载下的变形过程，位错的运动通常被认为处于过阻尼

状态，即忽略位错的惯性效应 [37]。Hirth 等 [38] 从热力学角度出发推导了位错在不同速度下的有效质量；
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Gurrutxaga-Lerma 等 [39] 进一步总结了各种高速位错的运动方程，并详细探讨了不同运动方程对材料动

力学响应的影响。Wang 等 [40] 通过 DDD 模拟对比了考虑包含位错惯性效应和不包含位错惯性效应的

运动方程对材料力学行为的影响。研究结果表明，当加载应变率超过 103 s−1 时，位错惯性效应对材料

力学行为的影响开始凸显，从而不可被忽略；同时 Wang 等也详细探讨了质量项的相对论效应 (即当位

错速度接近剪切波速时的质量修正)，发现即便当应变率高达 106 s−1 时，大多数位错的运动速度仍小于

50% 的声速，因此可以在一定程度上忽略速度变化对位错等效质量造成的影响。因此，在考虑高应变

率效应时，常采用包含位错惯性效应的运动方程 

mev̇+Bzv = f (7)

式中：me 为单位长度位错段的等效质量；Bz 为黏性阻尼系数，f 为位错段的受力。

2.2    高应变率下的位错形核

随着加载应变率的增加，主导变形过程的位错机制会发生变化，合理引入初始的位错缺陷 (包括均

匀形核过程和非均匀形核过程) 对模拟动态变形行为的准确性十分重要。Shehadeh 等 [41] 通过基于

DDD 的多尺度计算模型研究了冲击载荷下位错的均匀形核和增殖过程，结果表明：位错的均匀形核是

冲击载荷下主导材料动力学行为的位错机制，而且随着变形的持续进行，材料最终会达到一种静水压

的载荷状态。Gurrutxaga-Lerma等[42] 探讨了不同应变率加载下 (10～1010 s−1)Frank-Read位错源的开动过

程，结果表明当加载应变率高于 5 × 107 s−1 时，位错的均匀形核过程将会先于 Frank-Read 源开动；

Gurrutxaga-Lerma 等[43]通过对两种形核过程进行进一步统计，发现均匀形核对应的位错数目高于 Frank-
Read 位错源两个数量级，并详细探讨了几种典型金属材料 (铝、铁、镍与钼) 在冲击载荷下的动态响应，

建立了位错微结构演化规律与动态力学响应之间的关联。McDowell 等[44–45] 通过 MD 方法系统地研究

了单晶铜中的位错均匀形核过程，并结合参数化的位错密度演化模型[46–48] 对动态冲击问题展开了大量

研究。尽管诸多研究者都认识到在冲击载荷下位错形核的重要作用，但是在模拟过程中，常常都是通

过人为预设位错源数目的方式引入位错均匀形核过程的，这一过程仍有待更加深入的探讨。

通过采用考虑惯性效应的位错运动方程以及在模型中引入基于 MD 模拟得到的位错表面形核判

据[4]，Hu等[49] 通过位错动力学方法系统研究了单晶微柱在不同应变率下的力学响应以及对应的微结构

演化规律，并建立了预测单晶微柱中流动应力的解析模型，且结合该模型系统地分析了单晶微柱中位

错源数目的影响，给出了亚微米单晶柱变形的超曲面相图。

2.3    高应变率伴随的高温效应

冲击波压缩引起的温度升高可以从热力学定律出发加以推导[50]，但是在现有的位错动力学方法中

还鲜有考虑。Shehadeh 等 [41] 和 Hu 等 [51] 考虑了动态冲击过程中剧烈塑性变形引起的热效应。在冲击

载荷作用下，波阵面上的材料先经历弹性变形后经历塑性变形过程。在塑性变形过程中，位错会在极

短时间内剧烈运动产生大量塑性功，这些塑性功会转化成材料的内能，从而导致局部温度升高。因此，

变形过程中的能量转化 

ρcṪw = λt∇2Tw+γ · (σ : ε̇p) (8)

ε̇p

式中：ρ为材料密度，Tw 为温度，c 和 λt 分别为材料比热容和热传导系数，γ代表塑性功转化为内能的比

例因子，σ为应力张量， 为由位错运动产生的塑性应变率。

通过计算材料域内的温度场可得材料的热弹性本构关系 

σ̇ = Ce : (ε̇− ε̇p)+βtṪw · I (9)

σ̇ ε̇ ε̇p Ṫw式中： 为应力率张量，Ce 为材料的弹性模量张量， 和 分别为总应变率张量和塑性应变率张量， 为

温度变化率，I为单位矩阵。βt 为热相关的材料常数，表示为 

βt = −
Eα

1−2ν
(10)
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式中：E、ν和 α 分别为材料的杨氏模量、泊松比和线膨胀系数。最后，在统一的连续介质框架下，利用

FEM求解动量方程 

MU̇+CU̇+KU = F (11)

式中：M、C、K分别为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵，U为节点位移，F为力矢量。

Hu 等[51] 在图 4(b) 的计算框架基础上，利用 FEM 求解了温度场的演化，传递给 DDD 实现了对动态

冲击过程的有效计算。此外，通过系统的 MD 模拟得到了位错均匀形核的相关参数，并通过粗粒化方

法将这一位错形核过程引入到耦合模型的计算中。通过该耦合模型研究了单晶铜柱在不同冲击载荷

下的动态力学行为，如图 5 所示，模拟结果能够有效捕捉冲击载荷下一些典型的位错微结构，如亚稳态

位错环和位错增殖形成的剪切带等。

在冲击波加载过程中，冲击波波阵面上的位错形核与增殖会使应力水平有所衰减。Gurrutxaga
等 [54] 通过基于位错动力学的多尺度耦合模型研究了不同应变率加载下冲击波波阵面上的应力衰减与

位错密度变化过程，如图 6 所示，研究表明弹性前驱的衰减与冲击波前沿的位错形核密切相关。模拟

结果定量地讨论这一相关性并与实验结果对比良好。值得一提的是，在位错动力学模拟中，考虑到位

错的高速运动，Gurrutxaga-Lerma 等考虑了位错的动态应力场。随后，Gurrutxaga-Lerma 等 [55] 通过该方

法进一步研究了在两种典型的面心立方 (FCC) 与体心立方 (BCC) 材料中，温度对弹性前驱衰减的影

响。需要指出，上述面向高应变率问题的研究过程中，往往只考虑了温度效应对于位错滑移过程的影

响，在第 3节中将进一步展示高温下位错也将借助攀移产生塑性变形。

2.4    高应变率伴随的高压效应

金属材料在高压下也表现出不同的力学行为，但是目前的研究仍然比较有限。Yang 等 [56] 从原子

尺度出发，建立了研究极端高压条件下单晶塑性变形的多尺度模型，并通过 ParaDis(一套开源 DDD 程

序) 研究了 Ta、Mo 等金属材料在不同压强、温度下的流动应力，其中单晶 Mo 材料的力学响应如图 7
所示。一方面，单晶 Mo 的屈服强度随着温度的升高而降低；另一方面，静水压可提升流动应力和模

量。Hu 等[57] 通过位错动力学研究了静水压加载下位错密度的演化和位错结构特点，结果表明：加载率

(a)

(b) (c)

Band-like dislocation wall Dislocation loops

0.8 ns

200 nm

图 5    冲击载荷下的典型位错微结构：（a）DDD-FEM 模拟结果[51]；

（b）实验中观测到的剪切带[52]；（c）位错线缺陷与位错环结构[53]

Fig. 5    Typical dislocation microstructure under shock loading: （a） DDD-FEM simulation results[51]（a）；
（b）shear bands observed in experiments[52]；（c）dislocation lines and loops microstructure[53]
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对位错密度的演化及最终稳定位错密度存在一定

的影响，且静水压下位错的形态与单轴压下存在

明显的区别。

2.5    超高应变率下位错的弹性动力学效应

在极高应变率加载下，位错速度接近声速 (亚
声速位错)，与位错自身应力场的传播速度相当。

因此，基于位错的准静态弹性解来描述位错的长

程和短程相互作用已经不再适用 [58–61]。单纯引入

惯性项已经无法描述超高应变率下的亚声速位错

行为。就像接近光速的粒子会呈现相对论效应，

亚声速位错也会产生类似的相对论效应，与低速

位错的物理机制截然不同。此时，必须考虑位错

的弹性动力学应力场。最近的研究表明：弹性波

和位错的弹性动力场之间的相互作用可以解释弹性波波前的衰变[54]，入射平面波激活的位错解的叠加

可用于确定波振幅的衰减[62]。

针对位错的弹性动力学场的研究早在 1949 年就已经展开，但是增加时间维度带来了显著的理论

和计算复杂性，因此现有研究多局限于二维问题[56, 58]。Xiong 等[60] 通过粗粒化二维的 MD 模拟结果，建

立了原子-连续介质方法来研究弹性动力学效应的影响。Gurrutxaga-Lerma 等 [61] 建立了考虑弹性动力

学框架的二维位错动力学方法，揭示了一对纯刃型位错的相互作用机理。然而，二维计算方法无法揭

示真实的三维位错结构的演化规律，及其长程和短程相互作用机理。

时至今日，真实的弹性动力学场下的三维缺陷相互作用机制这一基本科学问题尚无答案。为解决

这一问题，Cui 等 [63] 基于迟滞位错思想来处理耦合的时空积分，推导了任意三维位错环在弹性动力学
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图 6    （a）冲击方向应力衰减，（b）不同加载率下加载时间为 75 ps 时的位错微结构演化，

（c）位错密度随时间的演化，（d）应变率为 1010 s−1 时不可动位错和湮灭位错[54]

Fig. 6    (a) stress attenuation in the direction of shock loading, (b) evolution of dislocation microstructure at 75 ps under different
loading rates , (c) evolution of dislocation density, (d) immobile and annihilated dislocations under strain rate of 1010 s−1[54]
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图 7    单晶Mo 在不同温度、压强下的应力-应变曲线[56]

Fig. 7    Stress-strain curves of single crystal Mo under
different temperatures and pressures[56]
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场下的位移、应变、应力等的理论解，继而首次建立了三维位错弹性动力学方法。如图 8 所示，该方法

有效捕捉了三维位错环的弹性动力学应力场分布的历史依赖性。在弹性动力学场下，经典的位错理论

已经不再适用。比如，两个异号的位错环并不一定永远互相吸引，其相互作用力的大小和符号都呈现

显著的历史依赖性 [63]。三维位错弹性动力学理论的进一步发展有望带来颠覆传统认知的新的位错理

论和动态变形理论。

3    位错动力学在高温位错攀移问题上的研究进展

研究金属材料的高温力学行为对材料的设计与加工、航天航空装备、军事工程设计以及安全防护

等诸多领域均具有重要意义。强动载荷下，由于存在大量的塑性热，材料局域也会进入高温高压状

态。高温热激活作用使得金属的物理和力学性能相比常温情况下发生显著改变，这给获得材料在高温

下的微结构演化规律带来了极大挑战。研究早期，高温下晶体塑性形变理论模型的建立主要依赖于唯

象的方法 [ 6 4 ]，相关模型并不能体现热激活条件下微结构演化速率的温度和时间依赖性。对此，

Amodeo 等 [65] 在唯象假设基础上建立了热激活的攀移运动与外加应力和温度的函数关系，研究了位错

运动的动态响应。

DDD 方法为理解高温变形机理提供了新的机遇。在热激活作用下，由于晶格中点缺陷的形成能

和迁移能大大降低，点缺陷浓度和扩散速率显著提高。位错线可以通过吸收或释放这些点缺陷来实现

垂直于晶体滑移面方向的非保守运动——位错攀移[66]，如图 9 所示。这种垂直滑移面方向的攀移运动

对高温[67–68] 甚至常温[69–71]下的晶体塑性行为有非常重要的影响。在过去的几十年间，位错的攀移过程

引起了研究者们的广泛关注[66, 72]。

作为一种热激活运动，位错攀移明显区别于位错滑移。首先，位错攀移发生在垂直于滑移面方向，

相比于滑移需要更高的激活能；其次，由于攀移过程伴随着物质的迁移，是点缺陷与线缺陷耦合作用的

结果，因此攀移过程受点缺陷扩散速率主导[73]；此外，由于扩散过程通常比较缓慢，并且受限于温度、点

缺陷浓度等因素，而位错滑移速率接近于材料的剪切波速，导致攀移与滑移在运动速率上存在高达

105～1010 的巨大差异 [74]。因此，位错攀移的出现，使得高温热激活下晶体材料的力学行为具有明显的

多物理场、多时间尺度特性：在空间上，涉及点缺陷扩散场与应力场的相互作用；在时间上，同时跨越

多个时间尺度。这种由攀移带来的多物理场、多时间尺度特性也给热激活下晶体塑性形变规律的研究

带来了极大的挑战。在 DDD 中引入位错攀移机制主要需要解决两个问题：(1) 如何解决位错滑移、攀

移两种运动形式在时间尺度上数量级差异的难题，在统一框架下进行计算；(2) 如何建立准确的基于物

理机制的攀移模型，将点缺陷扩散与位错攀移运动耦合起来[74–76]。

对于位错攀移和滑移速率在时间尺度上的巨大差异问题，研究者主要提出以下几种解决方案：在

最早的唯象法中，研究者们将攀移的黏滞力系数作为参数，讨论攀移速率大小对塑性行为的影响，但是

这种方法并不物理，不能真正描述攀移的影响[77]。此后，采用顺序耦合的方式来计算，即攀移一个时间
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图 8    亚音速位错环应力场 σ11 的等值面（V 为位错环的扩张速度，cT 为横向声速[63]）

Fig. 8    Isosurface of stress component σ11 of subsonic dislocation
(V is dislocation velocity, cT is transverse wave speed[63])
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增量步然后滑移一个时间增量步，其中攀移时间

增量步较大，滑移较小[73]。或者为了方便计算，直

接将攀移速率放大至与滑移速率相当 [79]，然后二

者叠加来进行计算。这两种方法都一定程度上放

大了攀移的作用，难以准确描述攀移的实际影

响。此外，有学者提出自适应时间增量步的方

法 [74, 76, 80–81]：让位错线先进行滑移，此时采用较小

的时间增量；当滑移受到塞积，位错开始攀移，此

时采用较大的时间增量；当位错攀移到新的滑移

面，再开始滑移，如此循环。该方法对于处理局部区域的塞积等问题，计算效率较高，但是在较大规模

计算中，位错线并不一定同时发生塞积，需要较长的等待时间，因此一定程度上弱化了攀移作用。

对于在 DDD 中引入位错攀移机制的问题，Mordehai 等 [79, 82] 首次将空位扩散机制引入 DDD 中，将

位错线看作空位的源或汇，通过求解无限长直位错线周围空位的柱状扩散方程获得位错攀移速率，然

后基于 DDD 建立了离散位错攀移模型。Bakó等 [75] 通过计算攀移对模型中平均空位浓度的影响，对上

述模型进行了修正。Gao等[83–84] 又进一步将这种方法扩展到空位管扩散主导的位错攀移过程，并在后续

工作中建立了可同时考虑管扩散和体扩散的攀移模型。Clouet[85] 通过对比上述攀移模型与原子模拟得到

的攀移速率，证明在一定位错密度下，上述攀移模型在一定范围内能够准确高效地模拟位错的攀移运动。

近年来，该方法被广泛应用于定性解释一系列攀移相关的力学行为。Huang 等[86–87] 利用此方法研

究了高温下位错攀移对蠕变速率以及多晶体晶粒尺寸效应的影响；Davoudi 等 [77] 则利用此方法研究了

高温下位错攀移对 Au 薄膜中流动应力的影响。然而，上述模型均利用了位错线周围点缺陷柱状扩散

的解析解，而在得到这一解析解的过程，通常需要假设：(1) 单根直位错线，(2) 位错线无限长，(3) 位错线

周围点缺陷满足稳态柱状扩散。因此，此类模型对于任意形状位错线并不适用，而且模型中仅考虑扩

散的短程作用，对于位错线周围空位扩散对邻近位错线运动的影响并未考虑，是一种仅适用于位错密

度较低情况的“局部”模型。对此，Gu 等[81] 考虑了扩散的长程作用，建立了基于格林函数公式的位错攀

移的全局模型，适用于任意密度、任意形状的位错线，并证明了局部模型在位错密度较高情况下的局限

性。Keralavarma 等 [74] 建立了 2D-DDD 与 FEM 结合的模型，利用 FEM 求解空位扩散方程，2D-DDD 求

解位错微结构的演化，同时考虑位错攀移与滑移，是在以上计算模型上的一大突破，但是在求解扩散方

程时采用空位源均匀分布假设，不足以反映位错运动对空位扩散的影响，而且二维模型对于真实情况

的模拟有很大局限性。此外，上述基于位错动力学的离散位错塑性描述需要精确到每一条位错线的演

化，计算量巨大且难以进行定量表征。对此，Geers 等 [73] 扩展了传统的晶体塑性理论，在位错运动方程

中加入垂直滑移面方向的攀移，在本构方程中加入攀移引起的塑性应变率，同时考虑位错攀移和滑移

对塑性形变的贡献。此外，采用局部-全局模型来描述位错运动后晶体中空位浓度的重分配，一定程度

上阐述了亚微米尺度晶体塑性变形理论，但是该

模型仍仅适用于二维情况，对于三维实际情况的

模拟具有很大局限性。Ghoniem 等[88] 通过开发三

维参数化位错动力学 (PDD)，在 Gibbs 自由能中引

入能够反映点缺陷吸收与扩散的化学势，来处理

热激活下的位错构型演化。

ci
eq

Liu 等[78, 89] 建立了攀移-滑移全耦合的三维离

散-连续位错理论模型和数值方法。在图 4(b) 所
示模型的基础上，增加了两个变量传递过程，如图 10
所示：(1) 利用 DDD 求解位错段的受力，进而求解

其对应的平衡空位浓度 。然后将位错段周围平

τ τ

Vacancy
Interstitial atom

Climb plane

 

图 9    多余半原子面发生攀移运动的示意图[78]

Fig. 9    Schematic showing the climb of edge dislocation[78]

DDD FEMT 0 on Γf

J

c

u0 on Γu
 

图 10    离散-连续位错攀移模型中参数传递示意图[89]

Fig. 10    Schematically showing the variable transferring
in discrete-continuous climb model[89]
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衡空位浓度局部化分配至 FEM中单元节点上，作为空位扩散的初始值与边界条件；(2)根据相应内部与

外部边界条件，在连续介质力学框架中，利用 FEM 求解空位扩散方程，得到位错核心周围的空位体积

通量 Ji，并将其传递至 DDD 中位错段上，用以求解位错攀移速率，进而在 DDD 中模拟位错攀移过程。

Liu 等利用该方法诠释了 Au 单晶柱应变软化和高温退火硬化的反常规力学机制，揭示了位错攀移对高

温退火硬化的主导作用。

4    位错动力学在强辐照环境下的进展与应用

强辐照环境在核电站、核聚变能、空间推进技术等先进能源与动力装置中广泛存在。当材料或结

构受到高能中子或离子等的强辐照作用后，其内部产生大量的辐照缺陷。如图 11所示，在面心立方 (FCC)
晶体中，典型的辐照缺陷是层错四边形 (SFT) 和间隙环；在体心立方 (BCC) 晶体中，主要是间隙环和纳

米孔洞。这些辐照缺陷的存在带来了服役构件的辐照损伤、脆化、蠕变、肿胀、表面失稳等失效模式，

极大限制了装备的服役寿命。MD 只能研究非常少的辐照缺陷和材料中其他微结构的相互作用，而连

续介质力学往往只能在已有认知的基础上建立连续化描述，难以揭示新的微观机理，位错动力学方法

的发展对理解强辐照环境下累积微结构相互作用主导的材料变形失效行为提供了有效的手段[17, 90]。

在位错动力学框架下考虑辐照缺陷主要有 3 种思路 [17]。(1) 直接对辐照缺陷进行建模，考虑离散

的辐照缺陷与位错线之间的相互作用。这是 DDD 中引入辐照缺陷效应的最直接也最常用的处理方

法，为理解位错与辐照缺陷的相互作用提供了很多有价值的信息 [92–94]。研究发现，当一个 SFT 被滑动

位错扫过时，SFT 可能被剪切，被部分吸收形成位错锁或完全回复[91, 95]。当一个间隙位错环被滑动位错

扫过时，如果它的柏氏矢量与扫过位错的柏氏矢量共面，这个间隙位错环会被拖拽[91]。否则，这个间隙

位错环可能与位错线发生反应，继而形成位错锁，此时间隙位错环可能被位错线完全吸收，或留下一个

具有不同柏氏矢量的位错环 [96]。该方法已经可以捕捉近原子级的位错-辐照缺陷相互作用机制 [91]。

(2) 通过考虑单个辐照缺陷的应力场，考虑其与位错的相互作用。比如基于无限小环近似，Ghoniem 等

给出了棱柱形位错环的应力场公式，基于此可推得间隙位错环产生的力和力矩[17]。该方法相对第一种

方法的计算效率更高，但是捕捉微观机理的能力也有所下降。(3) 前两种方法在计算高剂量辐照材料

时都需要非常大的计算成本，因为此时辐照缺陷的数量密度达到 1021～1022 m−3。为解决这一问题，Cui等[97]

提出了用连续化辐照缺陷场来描述辐照缺陷效应，通过 FEM 求解辐照缺陷场的演化 (式 (13))，然后传

递给 DDD，考虑其对位错运动和变形行为的影响 (式 (12))。为此，他们发展了两个模型来耦合离散位

错和连续辐照缺陷场：第 1个模型是辐照硬化模型 

τ = kµb
√

Na (12)

式中：τ是辐照缺陷引起的滑移阻力；µ是剪切模量；b 是柏氏矢量；N 是辐照缺陷数量密度；a 是辐照缺

Dislocation line

Interstitial loop

Dislocation line

Stacking fault
tetrahedron

(a) (b)

图 11    位错与辐照缺陷相互作用示例：（a） 在受辐照的 FCC 晶体中位错被层错四边形（SFT）截获，（b） 在受辐照的

BCC 晶体中位错与间隙位错环反应生成位错锁（不同颜色代表不同的柏氏矢量）[16, 91]

Fig. 11    Interaction between dislocation and irradiation defects： (a) trappiest of dislocation by SFT in irradiated FCC crystal ,
(b) formation of dislocation lock due to the reaction between dislocation and interstitial loop in irradiated

BCC crystal  (Different colors represent different burgers vector)[16, 91]
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陷尺寸；k 是无量纲系数，依赖于缺陷强度和分布，借助大量离散位错和离散辐照缺陷计算结果的统计

分析得到[97–99]。第 2个是辐照缺陷密度和尺寸演化的动力学模型。该模型可以考虑位错与辐照缺陷的

相互作用。研究表明，当辐照缺陷与滑动位错的距离小于 y/2 时，可能会被吸收或拖拽[100–102]。因此，滑

动位错引起的辐照缺陷破坏率可以表示为[97]
 

∆N −∆Ns = −λN
y∆A

V
(13)

式中：ΔN 是辐照缺陷数量变化值，ΔNs 是辐照缺

陷产生率，ΔA 是位错滑移面积增量，V 是特征体

积，λ是辐照缺陷破坏系数。λy 的值可以通过拟

合应力-应变曲线得到 [103]，也可以通过 DDD 与离

散辐照缺陷耦合的计算得到[97]。

这一杂交化方法为研究高剂量辐照材料的塑

性失稳问题提供了新的机遇。比如，辐照脆化问

题中非常经典的“位错通道”形成 (如图 12 所示，

有时也称为“无辐照缺陷通道”) 问题得以系统化

的研究。基于此，Cui 等 [104] 提出了定量表征任意

复杂三维变形的局部化程度及其空间关联性的方

法，建立了预测辐照材料中典型的位错通道形成

及其宽化的理论模型，有效预测了辐照条件及关

键微结构参数影响下的塑性失稳相图 [105]。相关

研究对于设计抗辐照材料及核安全应用具有指导

意义。

5    结　论

极端环境下材料与结构的变形破坏问题是一个涉及多时空尺度耦合、多物理场耦合的复杂问

题。迄今为止，研究者在纳观尺度和宏观尺度开展的计算研究较多，可以基于较为成熟的商业软件开

展研究。然而，在微介观尺度，尚无成熟的商业软件，研究成熟度也最低。位错动力学方法作为联系纳

观尺度和宏观尺度的桥梁，是揭示位错主导的材料塑性变形及失效行为的强有力手段。通过与连续介

质有限元方法的耦合，位错动力学方法的应用领域不断拓展，从单纯的力学行为研究，发展到多物理场

耦合行为的研究。

本文分别针对高应变率、高温、强辐照几种极端环境，系统介绍了位错动力学方法的发展思路、研

究进展及其对理解微观机理、发展理论模型上的贡献。极端环境下材料与结构的变形失效问题仍有诸

多尚未解决的难题，迫切需要进一步发展 DDD 及其与其他方法的耦合算法，为理解极端环境下的变形

破坏机理建立连续化理论预测模型提供强有力的工具。
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Advances and Application of Dislocation Dynamics in the
Mechanics of Extreme Environment
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Abstract:  Discrete dislocation dynamics (DDD) simulation method, as an ideal tool for bridging the gap in
space  and  time  scales  between  atomistic  and  continuum  models,  has  made  great  progress  in  the  past  few
decades.  One  prominent  example  is  the  coupling  between  DDD and  finite  element  method  (FEM),  which
leads to the capability of DDD to investigate the problems with complicated boundary conditions and multi-
physics  coupling  effect.  This  work  firstly  reviewed  the  development  of  DDD  method,  and  the  coupling
algorithm between DDD and FEM. Then,  the  advances  and application of  these  methods  in  disclosing the
microscopic mechanisms and developing the continuum models are reviewed under the extreme environment
of high strain rate, high temperature, and irradiation.
Keywords:  discrete dislocation dynamics；high strain rate；high temperature；high pressure；irradiation
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高温、高压、高应变速率动态过程晶体
塑性有限元理论模型及其应用

刘静楠，叶常青，刘桂森，沈    耀
（上海交通大学材料科学与工程学院，上海　200240）

摘要：对于高温、高压、高应变速率加载条件下的材料冲击变形行为，动态晶体塑性模型能够

直接反映晶体中塑性滑移的各向异性及其对温度、压力和微观组织结构的依赖性，因而广泛应用

于材料的动态冲击力学响应、微观结构演化以及动态损伤破坏的模拟。本文综述了高压冲击下

动态晶体塑性有限元的理论模型，主要包括变形运动学、包含状态方程的超弹性本构模型和晶体

塑性本构模型，涉及位错滑移、相变、孪生等塑性变形机制，以及层裂、绝热剪切带等动态破坏方式。

关键词：动态晶体塑性有限元；动力学响应；微观结构演化

中图分类号：O344.1                      文献标识码：A

冲击载荷下的材料动力学响应、微观结构演化以及材料损伤与破坏一直是军事、材料科学及工程

技术等领域关注的重点。动态冲击试验通常只能测定材料的初始微观结构、变形过程的力学响应以及

变形后的宏观性能和部分微观结构，而无法直接测量冲击下材料微观结构的演化过程以及初始微观结

构对材料宏观性能的影响过程。此外，动态冲击下被广泛使用的 Bodner-Parton（BP）模型 [1]、Johnson-
Cook（JC）模型[2]、Zerilli-Armstrong（ZA）模型[3] 以及 Steinberg-Guinan（SG）[4] 模型等宏观唯象材料本构模

型并不包含塑性变形的微观机制，而只限于拟合实验数据，只在一定适用范围内描述实验中的应力-应
变关系以及应变率效应，而无法描述冲击试验中的应力松弛 [5]、弹性前驱波衰减 [6] 等异常现象。因此，

考虑微观塑性滑移变形机制的动态晶体塑性模型在近年来得到了快速发展，并展现出对材料动力学响

应与微观结构演化的描述能力。

材料在高压、高应变率下的宏观动力学特性和微观变形机理均与准静态下存在巨大的差异，适用

于冲击加载的动态晶体塑性模型比准静态模型更为复杂，需考虑更多影响变形的宏观因素与微观机

制。宏观因素包括影响变形的静水压强、温度等，微观机制包括声子拖曳、位错形核等位错行为，以及

相变、孪生等变形模式。动态晶体塑性模型是在准静态模型的基础上建立的，继承了准静态模型的弹

塑性变形框架，考虑了晶体中塑性滑移的各向异性，也可以考虑孪生与相变等变形机制，能够反映变形

过程中的微观结构演化。但是，动态晶体塑性模型通常需要额外考虑材料的非线性弹性响应、大变形

引起的显著温升效应以及位错在高速滑移下受到的声子阻碍[7] 等因素，甚至在冲击载荷下材料可能发

生的位错均匀形核[8–9] 等机制。此外，材料在动态加载下相较于准静态加载更容易发生孪生[10–12]、相变[13–16]、

断裂损伤 [17–18] 等变形机制。Roters 等 [19] 详述了准静态下晶体塑性模型的理论与应用。郑松林 [20] 也对

晶体塑性模型在准静态与动态响应中的理论与应用进行了较为详细的介绍。本文侧重于动态冲击加

载的晶体塑性模型，关于准静态的晶体塑性模型理论与应用可参阅 Roters 等 [19] 和郑松林 [20] 的评论。
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本文聚焦于动态冲击加载下的晶体塑性模型，详细综述动态晶体塑性有限元理论框架的运动学、

弹性本构和塑性本构等组成部分，以及模型在孪生、相变、断裂损伤等不同变形机制中的扩展。动态

晶体塑性理论模型框架的要点主要有冲击加载过程中温度的演化规律、热弹性耦合效应、状态方程在

超弹性本构中的引入方法，以及声子拖曳效应对塑性滑移的阻碍作用等。高应变率冲击加载通常会引

起材料内部的剧烈温升，因此动态晶体塑性模型在冲击加载下需要考虑温升带来的热弹性耦合效应。

由于材料在冲击载荷下的体积变形很大，故通常采用高压状态方程 (Equation of state，EOS) 来描述材料

的非线性弹性容变关系。对于高应变率下的塑性变形过程，材料晶格的声子振动会对位错的高速运动

产生强烈的阻碍作用，即声子拖曳，且这种阻碍作用随着位错滑移速度的增加而强化，因此在动态冲击

晶体塑性模型中必须引入声子拖曳机制来描述材料的应变率硬化过程。在动态冲击加载下，位错滑移

往往不再是材料唯一的塑性变形方式，材料还可能通过相变、孪生、断裂损伤等变形方式释放体系的

自由能。因此本文在基于位错滑移的动态晶体塑性模型框架之外还介绍了将相变、孪生、损伤等变形

机制引入晶体塑性模型的方法，包括动态相变的驱动力与演化规律、孪晶的演化规律与硬化模型、层

裂与绝热剪切带的形成及其对材料本构的影响。

1    变形运动学

在连续介质力学理论中，物质占据空间几何区域所构成的图形，称为物质构型。在变形或刚体运

动过程中，物质构型将发生改变。为了对晶体材料的变形过程进行描述，需要建立晶体运动学框架。

初始时刻未经变形的晶体材料占据的空间几何图形称为初始构型。采用拉格朗日坐标 (X) 来描述初始

构型中任意物质点的位置。晶体材料在变形过程中的瞬时空间几何图形称为现时构型。对于初始构

型中位于坐标 X 的物质点，在现时构型中采用欧拉坐标 (x) 描述其瞬时空间位置。显然，物质点在初始

和现时构型之间具有 x = x(X, t) 的位置对应关系。描述材料变形程度的基本物理量通常选择变形梯度

F = ∂x/∂X，其物理含义是现时构型相对于初始构型的梯度张量。物质点的运动速度通常定义在拉格朗

日坐标系中 v(X, t) = ∂x(X, t)/∂t，也可采用欧拉坐标表示为 v(x, t) = v[X(x, t), t]，通常定义速度梯度 L = ∂v/∂x
描述物质点速度在现时构型中的梯度。

1.1    弹塑性变形分解

经典的运动学构型如图 1 所示。晶体材料由

初始构型经变形梯度 (F) 变换至现时构型，如图 1
中的黑色箭头所示。Hill 等[21]、Asaro 等[22] 建立中

间构型Ⅰ，将弹性和塑性变形进行乘和分解 

F = Fe·Fp (1)

式中：Fe、Fp 分别为弹性和塑性变形梯度。材料

由初始构型经塑性变形 (Fp) 变换至中间构型Ⅰ，

再经弹性变形 (Fe) 变换至现时构型，如图 1 中的

红色箭头所示。弹性变形包括刚体旋转和晶格畸

变，塑性变形可由位错滑移、相变、孪生等引起。

将现时构型中速度梯度张量进行弹、塑性分解 

L = Le+ Lp = Ḟe(Ḟe)−1+ ḞeLp
0(Fe)−1, Lp

0 = Ḟp(Fp)−1 (2)

Ḟe Ḟp

εe = lnUe

式中： 、 分别为弹性和塑性变形梯度的变化率，Le、Lp 分别为现时构型中弹性和塑性速度梯度，

L0
p 为中间构型Ⅰ中由塑性滑移引起的速度梯度。对于弹性变形部分，若采用对数应变 作为应

变度量，一般还需进一步建立中间构型Ⅱ，采用极分解将弹性变形分解为拉伸和旋转部分 

Fe = ReUe (3)

式中：Re 为旋转张量，Ue 为右伸长张量。材料由中间构型Ⅰ，经弹性拉伸 (Ue) 变换至中间构型Ⅱ，再经

Initial configuration Intermediate configuration I

Current configuration Intermediate configuration II

F=F eF p Fe =Re Ue

Re

F p

Ue

 

图 1    经典的晶体运动学构型

Fig. 1    Classical configurations of crystal kinematics
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晶格旋转 (Re) 变换至现时构型，如图 1 中的蓝色

箭头所示。

1.2    热膨胀构型

材料在动态冲击加载下往往存在显著的温升

现象，而温升引起的热膨胀会导致材料内部应

力、应变的变化，因此如何考虑热膨胀效应的影

响是动态晶体塑性模型的一个重要问题。

在晶体塑性模型框架中，通常有两种考虑热

膨胀效应的方法。第 1 种方法是在弹塑性两构型

的基础上额外引入热构型，将热变形与弹性变形

解耦。第 2 种方法不额外引入热构型，而在现有

框架下基于热力学自由能进行推导，在求解超弹

性本构过程中考虑热膨胀效应 (详见 2.2.2节)。本

节主要介绍第 1种引入热构型的方法。Clayton[23]、
Vogler 等 [24]、Hansen 等 [25]、De 等 [26] 以及 Shahba 等 [27]在构型分解时加入了热构型 F θ，如图 2 所示，将变

形梯度分解为塑性变形、热变形以及弹性变形 3部分 

F = FeFθFp (4)

式中：Fe、F θ、Fp 分别表示弹性变形梯度、热变形梯度和塑性变形梯度。

相应地，现时构型中的速度梯度可分解为 

L = Le+ Lθ + Lp = Le+ Ḟe Lθ
0(Fe)−1+ ḞeḞθLp

0(Fθ)−1(Fe)−1 (5)

Lθ
0 Lθ

0 = Ḟθ(Fθ)−1, Lp
0 = Ḟp(Fp)−1 Lθ

0

Ṫ

式中：L θ、 分别为现时构型和热构型中的热变形速度梯度， 。 是温度变化

率 ( )的函数 

Lθ
0 = αṪ (6)

式中：α为热膨胀系数张量。

2    超弹性本构框架

通常在晶体塑性模型中有超弹性和次弹性两种描述材料弹性行为的本构关系。超弹性本构是指

材料存在一个与应变相关的能量函数，其应力与应变全量之间的关系由能量函数决定，具有做功独立

于加载路径的特点。次弹性本构描述应力率与应变率之间的关系，由于大变形下弹性模量是随应变全

量变化的，其实际应用比较复杂，通常只用于小弹性变形情况[28](这种情况下弹性模量可视为常数)。考

虑到实验中通常采用全量形式的高压固体状态方程描述材料的非线性容变关系，因此研究材料在冲击

载荷下的大弹性变形行为时，往往采用超弹性本构来描述。

材料在冲击载荷下的超弹性本构关系主要包含基于热力学自由能的超弹性应力表达式以及考虑

热弹性耦合效应的温升表达式两方面。其中，特别需要考虑热膨胀对应力的影响、弹性模量随压强和

温度的变化，以及非线性弹性容变关系 (固体状态方程)等。

2.1    超弹性本构的热力学框架

超弹性本构通常根据热力学第一、第二定律，建立热力学势函数所对应的耗散不等式，得到相应

的热力学应力表达式。Becker[29]、Pi 等[30]、De 等[26] 基于内能构建热力学势函数并建立相应的超弹性本

构框架，而更多的研究学者，如 Clayton[23]、Vogler等[24]、Luscher等[31–32]、Santos等[33]、Addessio等[14] 则基

于亥姆霍兹自由能构建相应的热力学势函数。分析表明，基于内能或亥姆霍兹自由能构建热力学势函

数并推导所得的热力学应力表达式是等价的。本节将以形式更简洁的亥姆霍兹自由能为例，详细介绍

Deformed
configuration

Thermally-expanded
configuration

Reference
configuration

Intermediate
configuration

F=FeFθFp

Fp

Fe

Fθ

nα mα

n0
α

m0
α

n0
α

m0
α

nθ
α

mθ
α

 

图 2    引入热膨胀构型的变形梯度分解 F = FeF θFp[19]

F = Fe FθFp
Fig. 2    Decomposition of deformation gradient considered

thermally-expanded configuration  [19]
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超弹性本构框架。

根据热力学第二定律，对于任何孤立系统 (包括系统 A与环境 Sur)，整体的熵增恒大于或等于零 

ΔS = ΔS A+ΔS Sur ⩾ 0 (7)

ΔS Sur = −Q/T式中：无限大环境的熵增与可逆过程的热温熵一致，即 。式 (7) 对于系统 A 的任意微小体

积单元及其外部环境同样适用，此时系统微小体积单元的热变化 Q 由系统内热源生成的热与从系统外

流入的热量两部分构成，熵增定律最终可转化为率形式的 Clausius-Duhem耗散不等式 

Dint = ρ̃T ṡ− (ρ̃R−divH) ⩾ 0 (8)

ρ̃ ṡ式中： 为参考构型中的材料密度； 为系统局部的比熵增率；R 表示单位质量的热生成率，产热来自于

内部的热源；H 表示由热传导引起的通过单位面积上的热流矢量；Dint 为材料的内禀耗散项，表示材料

内部与热源、热传导无关的熵增项。

ρ̃U̇ = σ : ε̇+ ρ̃R−divH将能量守恒表达式 代入式 (8)，同时根据亥姆霍兹自由能与内能的关系式 ψ =
U – sT，耗散不等式最终可用亥姆霍兹自由能表示为 

Dint = σ : ε̇e+σ : ε̇p− ρ̃sṪ − ρ̃ψ̇ ⩾ 0 (9)

ψ (εe,T,qn)

单位体积亥姆霍兹自由能 (比亥姆霍兹自由能) 通常可表示为弹性变形 εe、温度 T 以及内状态变

量 qn 的函数 ，其率形式可表示为 

ψ̇ (εe,T,qn) =
∂ψ

∂εe
: ε̇e+

∂ψ

∂T
: Ṫ +

M∑
n=0

∂ψ

∂qn
q̇n (10)

ψ̇最终将比亥姆霍兹自由能变化率 的表达式代入耗散不等式 (式 (9))可得 

Dint =

(
σ− ρ̃ ∂ψ

∂εe

)
: ε̇e+ ρ̃

(
s+

∂ψ

∂T

)
Ṫ +σ : ε̇p− ρ̃

M∑
n=0

∂ψ

∂qn
q̇n ⩾ 0 (11)

ρ̃

M∑
n=0

∂ψ

∂qn
q̇n式中： 表示材料中由塑性变形引起的与位错等缺陷相关的微观畸变能的变化率 [26]，在实际计

算过程中通常取畸变能变化率为塑性功率的某一比例。如该比例取 10%[27, 34] 时，塑性功的 90% 经过耗

散转换成热能贡献于温升，其余 10%则转换为畸变能存储在位错等微观结构中。

ε̇e Ṫ显然，上述耗散不等式对于任意的 与 均成立，因此可得到热力学应力与自由能的关系以及内禀

耗散项的最终表达式 

σ = ρ̃
∂ψ

∂εe
(12)

 

Dint = σ : ε̇p− ρ̃
M∑

n=0

∂U
∂qn

q̇n (13)

材料在冲击加载下的高压变形往往表现出一定的黏性，因此在热力学应力之外还需额外考虑材料

黏性所产生的变形阻力。黏性反映了物体在体积发生剧烈变化时所受到的阻力与体积变化速度之间

的关系。人工黏性最初是由 von Neumann 与 Richtmyer[35] 为了解决有限差分法在模拟冲击波传播过程

中的振荡问题所提出的，后来被逐渐引入冲击波的流体方程组中，变成了一个具有物理意义的附加项，

即黏性耗散项[31]，与压强的量纲相同 

pd = f
(
J̇
)
= c0c1ρ

∣∣∣J̇∣∣∣
J
+ρ

(
c2

J̇
J

)2

(14)

J̇式中：J = V/V0 表示体积变形， 表示体积变形率，c0 是与温度、压强相关的系数，c1、c2 为常数。

在考虑黏性耗散压的情况下，总应力由准保守的热力学应力与非保守的耗散应力两部分组成 

σ = σq+σd = ρ̃
∂ψ

∂εe
− pd (15)
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2.2    热弹性耦合

热弹性耦合指应力、弹性应变与温度的相互影响，包含变形引起的温升以及温度对变形及应力的

影响。

2.2.1    温　升

温升引起的热效应是冲击加载过程中不可忽视的重要因素。在弹性本构中，温升引起的热膨胀会

导致应力、应变的变化；在塑性本构中，温度也是影响位错滑移、相变等塑性变形行为的重要因素。

T (s,εe)

由经典热力学关系可知，状态方程中的独立变量仅有两个。温度 T 可表示为比熵与弹性应变的状

态函数 ，通过泰勒展开可得 

T = T s0 ,V0 +

(
∂T
∂s

)
V

Δs+
(
∂T
∂εe

)
s

: εe (16)

其率形式为 

Ṫ =
T
cV

ṡ−TΓ : ε̇e (17)(
∂T
∂s

)
V

=
T
cV

(
∂T
∂εe

)
s

=
1
ρ̃

(
∂σ

∂s

)
V

= −TΓ Γ =
1
ρ̃

(
∂p
∂U

)
V

=
αKT

cV ρ̃
式中： ， 为 Maxwell 关系式， 为 Grüneisen 系数，U 为

比内能。准静态加载下弹性变形较小，往往忽略弹性变形引起的等熵温升，而只考虑温升与熵增之间

的热容关系。但是材料在冲击载荷下会发生较大的弹性变形，弹性变形引起的等熵温升不再可以忽略。

Dint = ρ̃T ṡ− (ρ̃R−divH) ρ̃T ṡ

ρ̃T ṡ

对于历时极短的冲击加载过程，由于来不及进行热交换，可将变形材料视为绝热体系，这时内禀

耗散项 在绝热且无热源的情况下退化为 项。根据 Clausius-Duhem 耗散不等

式 (式 (13))，在考虑黏性耗散作用的情况下，熵增项 可表示为 

ρ̃T ṡ = Dint = σ : ε̇p− ρ̃
M∑

n=0

∂ψ

∂qn
q̇n+σd : ε̇ (18)

将熵增表达式 (式 (18)) 代入式 (17) 可得温度的变化率，其中温度的变化包括塑性变形、微观畸

变、黏性耗散和弹性变形 4部分的贡献 

Ṫ =
1
ρ̃cV

σ : ε̇p− ρ̃
M∑

n=0

∂ψ

∂qn
q̇n+σd : ε̇

−TΓ : ε̇e (19)

2.2.2    热膨胀效应

热膨胀是热弹性耦合的另一方面，表现为温度变化引起了应力与弹性应变的改变，即产生了额外

的热应变与热应力，这里的弹性应变为弹塑性构型中的表观弹性应变，包括温升引起的热膨胀变形

和应力引起的纯弹性变形两部分。在晶体塑性模型框架中，通常有两种等价的考虑温升对变形影响的

方法。

ε̄e (εe−αΔT )

σ =

(
∂ρ̃ψ

∂εe

)
T

第 1 种方法是在弹塑性两构型分解中引入热膨胀构型 (详见 1.2 节)。在此三构型框架下，求得的

弹性应变 为表观弹性应变与热应变之差 ，代表了真实的不包含热膨胀的产生应力的应变部

分。第 2 种方法则仍然采用传统的弹塑性两构型分解方法，不额外引入热膨胀构型。由于热膨胀效应

可体现在比熵与应变的偏导关系中，它对应力的影响可在求解应力表达式 的过程中推出。

σ =

(
∂ρ̃ψ

∂εe

)
T

ρ̃ψ (εe,T,qn)

本节以形式更为简洁的第 2 种方法为例，考虑热膨胀效应推导热力学应力 的表达式[31]。

系统的比亥姆霍兹自由能 可表示为弹性应变、温度以及内变量 qn 的函数 

ρ̃ψ (εe,T,qn) = ρ̃ψ
(
0,T0,q0

n

)
+

1
2
εe : C : εe− ρ̃ΔT s+

M∑
n=0

∂ψ

∂qn
qn (20)

基于上述亥姆霍兹自由能，热力学应力可根据式 (12) 进行求解。需要注意的是，热力学应力在求
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解过程中需考虑弹性模量随压强的变化以及比熵与应变之间的耦合关系 (即热膨胀效应) 

σ =

(
∂ρ̃ψ

∂εe

)
T

= C : εe+
1
2

(
εe :

∂C
∂p

: εe

)
∂p
∂εe
− ρ̃

(
∂s
∂εe

)
T

ΔT (21)

ρ̃

(
∂s
∂εe

)
T

= −
(
∂σ

∂T

)
V

= −cV

T

(
∂T
∂εe

)
s

=

cVΓ = C : α

式中：热弹性耦合体现为 Maxwell 方程中熵增与弹性应变的关系式，即

(考虑各向异性的 Grüneisen张量)，最终热力学应力表达式为 

σ = C : (εe−αΔT )+
1
2

(
εe :

∂C
∂p

: εe

)
∂p
∂εe

(22)

εe−αΔT

εe−αΔT

由式 (22) 可知，表达式中的 为真实的弹性应变，是表观弹性应变与热膨胀应变之差。这一

结果与引入热构型方法得到的真实弹性应变一致。需要指出的是，式 (22) 中第 2 项中的 εe 是表观弹性

应变，而引入热构型的方法中表观弹性应变 εe 被真实弹性应变 替代，两者的差别属于高阶小

量，可忽略不计。

2.3    状态方程与球偏量分解

材料的本构关系通常可分为描述体积变化的球量部分 (容变关系) 以及描述形状变化的偏量部分

(畸变关系)。由于材料在冲击载荷下的体积变化很大，不再满足线弹性关系，因此通常采用高压状态方

程描述材料的非线性弹性容变关系 (压强与比容的关系)。本节将介绍高压冲击下常用的状态方程以

及将状态方程引入超弹性本构的方法。

2.3.1    固体状态方程

所谓状态方程，即物质系统从原有的热力学平衡状态转变为另一热力学平衡状态过程中各个状态

参数之间的关系。在固体材料的高压、高温问题的研究中，常采用压力-温度-比容状态方程作为基本

关系式 

p = p(V,T ) (23)

式中：p 为压力，V 为比容，T 为温度。基于该方程，通过热力学关系推导，可得其他所有状态参量。

在固体状态方程研究中，一般采用经典的三项式物态方程形式。将固体材料中的能量和压力分解

为与温度无关的“冷”贡献部分 (即冷能和冷压)，以及依赖于温度的“热”贡献部分 (即热能和热压)，其中

“热”贡献包括晶格热振动贡献和自由电子热振动贡献。因此，能量和压力可表达为  {
E = EC+ET = EC+ETN+ETE

p = pC+ pT = pC+ pTN+ pTE
(24)

式中：EC 为冷能，ET 为热能，ETN 为晶格热贡献能量，ETE 为电子热贡献能量；pC 为冷压，pT 为热压，pTN 为

晶格热贡献压力，pTE 为电子热贡献压力。一般情况下，电子热贡献压力项可忽略，仅在极高压阶段

(100 TPa 以上 ) 才需考虑自由电子热振动的影响。下面将具体介绍常用的冷贡献状态方程，如

Murnaghan 状态方程、Vinet 状态方程，以及晶格热贡献状态方程，如 Grüneisen 状态方程、基于 Debye 模

型的状态方程。

2.3.1.1    冷能与冷压

（1）Murnaghan状态方程

Murnaghan 状态方程是描述冷贡献的一个重要方程。当加载过程中冲击压力较低时，体积模量与

压力之间的依赖关系可近似地采用一阶泰勒展开式描述 

K (p) = −V
dp
dV
= K0+K′p (25)

式中：K(p) 为依赖于压力的瞬态体积模量，K0、K′分别为零压体积模量和体积模量关于压力的导数。通

过对式 (25)中第 2个等式进行积分，可得到Murnaghan状态方程 
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pMur =
K0

K′

[(V0

V

)K′

−1
]

(26)

V/V0 = 1+εe
v

式中：pMur 为 Murnaghan 状态方程描述的冷贡献压力，V0、V 分别为零压比容和变形中的瞬态比容。根

据弹性体积应变和比容之间的关系 ( ) 以及指数函数幂级数展开式的一阶近似，可得到

Murnaghan状态方程的等价形式
 

pMur =
K0

K′
[
exp

(−K′εe
v

)−1
]

(27)

εe
v = ε

e : I式中：体积应变 ，εe 为弹性应变张量，I为二阶单位张量。

对于通常的固体材料，Murnaghan 状态方程适用的压力范围可达到太帕量级。对于更高压力范围

的动态研究，需要采用高阶泰勒展开式代替一阶近似来描述体积模量与压力的关系，如三阶 Birch-
Murnaghan状态方程
 

pB−M =
3
2

K0

[(V0

V

)7/3

−
(V0

V

)5/3]{
1+

3
4

(K′−4)
[(V0

V

)2/3

−1
]}

(28)

能够对极高压力下的压力-比容关系进行更准确的数值描述。

（2）Vinet状态方程

材料的冷压除了可通过对体积模量的微分形式积分得到之外，也可通过冷能即晶格结合能对比容

的偏导关系获得。例如 Vinet状态方程[36] 采用亥姆霍兹自由能来描述固体材料的晶格结合能即冷能
 

ψC (V) =
4V0K0

(K′−1)2

[
1− (1+X)exp(−X)

]
(29)

 

X =
3
2

(K′−1)
( V

V0

)1/3

−1
 (30)

式中：K0 和 K′分别表示零压体积模量以及瞬时体积模量对压强的导数，V0、V 分别为零压比容和变形中

的瞬态比容。

pC = −
(
∂ψC

∂V

)
T

根据系统冷压与冷能之间的关系 ，可得到 Vinet形式的冷压表达式
 

pVinet = −3K0

[(V0

V

)1/3

−
(V0

V

)2/3]
exp(−X) (31)

2.3.1.2    热能与热压

（1）Grüneisen状态方程

Grüneisen 状态方程是描述晶格热贡献的一个重要方程。引入热力学参量 Γ用于描述等体积条件

下压力关于内能的变化率，称为 Grüneisen系数。考虑到等体积条件下冷压 pC(V)为常数，可将 Γ表示为
 

Γ = V
(
∂p
∂E

)
V

= V
(
∂pT

∂ET

)
V

(32)

假设 Γ对温度不敏感，仅为比容 V 的函数，在比容 V 恒定的情况下对式 (32) 中定义的热压和热能关系

式进行积分，即可得到 Grüneisen状态方程
 

pG =
Γ

V
ET (33)

ET =
r T

T0
cVdT式中：pG 为 Grüneisen 状态方程描述的晶格热振动贡献压力，晶格热能 ，T0 为参考温度，

cV 为定容比热容。

关于 Grüneisen 系数的计算，大致有 3 种方法。传统的方法是基于热力学基本公式，推导 Grüneisen
系数与热力学参数之间的关系
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Γ =
VαKT

cV
=

VαKS

cp
(34)

式中：α 为热膨胀系数，KT、KS 分别为等温和等熵体积模量，cV、cp 分别为定容比热容和定压比热容。事

实上 Grüneisen 系数并非常数，会随着材料体积的变化而变化。第 2 种方法基于 Debye 模型描述的微观

热振动方法 (Migault公式)，将 Grüneisen系数对比容的依赖表示为 

Γ =

(
a
2
− 2

3

)
− V

2
∂2 (pCVa)/∂V2

∂ (pCVa)/∂V
(35)

式中：a 为常数，且有 3 种理论公式可选用。当 a = 0 时，式 (35) 为 Slater 公式；当 a = 2/3 时，为 Dugdale-
MacDonald（D-M）公式；当 a = 4/3 时，为自由体积公式。然而，特定变形条件下对 a 的选择令学者们感

到困惑。李欣竹 [37] 基于冲击实验结果建立了第 3 种方法：首先将实验得到的比容、冲击波速和物质点

运动速度分别代入冲击波质量守恒方程和能量守恒方程，得到冲击压力和冲击能量，再由 Born-
Meyer势得到冷压和冷能，代入式 (33)即可得到 Grüneisen系数，即 Γ = V(pH–pC)/(EH –EC)。

（2）基于 Debye模型的状态方程

材料的晶格热压除了可直接借助压力与热能之间的关系即 Grüneisen 系数来获得，也可用热能与

比容之间的偏导关系推导得到。Debye 模型是常用的描述晶格振动与热能关系的模型，该模型把晶格

振动的频率看作连续分布的函数，晶格振动能可表示为 

ψTN(V,T ) =
R

Mmol

[
9
8

TD+3T ln
(
1− e−TD/T

)
−T D(TD/T )

]
(36)

D (x) =
(

1
x

)3r x

0

z3

ez−1
dz式中：R、Mmol 分别为摩尔气体常数和摩尔质量，Debye函数 ，TD 为 Debye温度。

pT = −
(
∂ψTN

∂V

)
T

根据系统热压与热能之间的关系 ，可得到基于 Debye模型的热压表达式
 

pDebye =
3RTD

Mmol

[
3
8
+

exp(−TD/T )
1− exp(−TD/T )

− 1
exp(TD/T )−1

+
T
TD

D (TD/T )
]
Γ (V) (37)

Γ (V) = −∂lnTD

∂lnV
式中： 表示与体积相关的 Grüneisen系数。

此外，Cawkwell 等 [38] 认为，在分子晶体中，除了晶格声子振动外，还存在分子内振动，且两种振动

模式对温度和体积的依赖性有所区别。因此对于分子晶体，晶格振动能可由两部分 Debye 模型组成，

即 ΨTN = ΨD,1 + ΨD,2  
ΨD,1 = 3Q

[
1
8

kBTD,1+ kBT D
(

TD,1

T

)]
ΨD,2 = 3(3N −Q)

[
1
8

kBTD,2+ kBT D
(

TD,2

T

)] (38)

式中：N = R/kBMmol 表示单位质量的原子数量，kB 为玻尔兹曼常数，Q 表示大多数的低频声子数，3N – Q
则为分子内振动的声子数。

2.3.2    球偏量分解

为了将状态方程引入应力表达式中，需要考虑应变球量和偏量的解耦。可直接解耦的应变张量应

满足在等体积变形时对角元素之和 (球量) 为零，这样可用小变形下相同的方法将球偏量解耦。定义在

中间构型Ⅱ(见 1.1 节) 上的对数应变 εe = ln Ue 满足此要求，可直接做球偏量分解，并引入状态方程。但

是定义在中间构型Ⅰ(见 1.1 节) 上的格林-拉格朗日应变 Ee = (FeTFe–I)/2 不满足此要求，无法直接做球

偏量分解。Luscher 等 [31] 指出实际上并不存在与对数应变 εe 完全功共轭的应力张量，因此本节以严格

功共轭的格林-拉格朗日应变 Ee 和 PKⅡ应力为例，详细介绍对 Ee 球偏量分解的方法以及将状态方程

引入应力表达式的过程。

Luscher 等 [31–32, 39] 提出了将与纯体积变形相关的应变部分从格林-拉格朗日应变 Ee 中解耦的方
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法。由于 Ee 无法直接分解，先将变形梯度 Fe 分解为体积变形部分和等体积变形部分 

Fe = F̂eFe (39)

Fe = J1/3I F̂e = J−1/3Fe式中： 为体积变形梯度， 为等体积变形梯度。

Ee =
(
FeTFe− I

)
/2根据格林-拉格朗日应变的一般表达式 ，相应的等体积应变与体积应变分别表示为 

Êe =
1
2

(
F̂e

T
F̂e− I

)
(40)

 

Ee =
1
2

(
Fe

T
Fe− I

)
=

1
2

(
J2/3−1

)
I (41)

Ee , Êe+Ee Êe

Ee Êe

显然 ，这是由于等体积应变 定义在体积变形构型中，而格林-拉格朗日应变 Ee 和体积

应变 均定义在中间构型Ⅰ中。将 后拉至中间构型Ⅰ得到  ̂̂Ee = Fe
T
ÊeFe =

1
2

FeT Fe− 1
2

J2/3I (42)

最终定义在相同构型 (即中间构型Ⅰ)中的等体积应变与体积应变满足 

Ee =
̂̂Ee+Ee =

̂̂Ee+
1
3
δI (43)

δ =
3
2
(
J2/3−1

)
式中： 表示总体积应变。

为了将状态方程引入应力表达式，需将式 (44) 中仅描述材料体积变化的自由能和应力部分与描述

形变的部分解耦出来。式 (44)可由亥姆霍兹自由能式 (20)，将比熵 s 泰勒展开得到 

ρ̃ψ (Ee,T,qn) =
1
2

Ee : C : Ee−EeC : αΔT + ρ̃ψref (T,qn) (44)

ρ̃ψref (T,qn)̂̂Ee Ee α =
1
3
αvI+α′

式中：与弹性变形无关的自由能均归纳在 项中。将式 (44) 中的应变 Ee 分解为等体积应变

与体积应变 ，将热膨胀系数 α 分解为球量与偏量部分 。显然，仅仅由体积膨胀引起的

自由能变化描述的是与体积变化相关的自由能部分 

ρ̃ψv =
1
2

Ee : C : Ee−Ee : C :
1
3
αvΔT I =

1
2

Kδ2−KδαvΔT (45)

K =
1
9

I : C : I

Ee : C : ̂̂Ee ̂̂Ee

式中：K 为体积模量， 。需要指出的是，亥姆霍兹自由能关系式 (式 (44))中体积应变与等体积

应变的耦合项 中虽然包含了体积应变 ，但这部分自由能与描述材料仅在球量变形状态下的

压强 (状态方程)无关。

从这部分自由能可得到与体积变化相关的应力为 

Sv =
∂ρ̃ψv

∂Ee
= KJ2/3 (δ−αvΔT ) (Ce)−1+

1
2

(
Ee :

∂C
∂p

: Ee

)
∂p
∂Ee

(46)

Ce = FeT Fe式中：右柯西-格林变形张量 ，体积变化 J 对格林应变的偏导数∂J/∂Ee = –J(Ce)−1，压强对格林应

变的偏导数∂p/∂Ee = –JK(Ce)-1。
显然，这部分描述体积变化的应力与描述压力 p 变化规律的状态方程相关，可转化为用状态方程

pEOS 表示的更为精确的表达式 SEOS。而其他描述形状变化的应力则可用应力 (式 (22)) 减去式 (46) 得
到。最终 PKⅡ应力 S = SEOS + Sdev 可表示为 

SEOS =
∂ρ̃ψv

∂Ee
=
∂ρ̃ψv

∂V
∂V
∂Ee
= −JpEOS(Ce)−1 (47)

 

Sdev = C : (Ee−αΔT )−KJ2/3 (δ−αvΔT ) (Ce)−1+

[
1
2

( ̂̂Ee :
∂C
∂p

: ̂̂Ee

)
−

( ̂̂Ee :
∂C
∂p

: Ee

)]
∂p
∂Ee

(48)

pEOS = −
∂ρ̃ψv

∂V
pEOS = pC+ pT

∂V
∂Ee
= −J (Ce)−1式中：状态方程 包含了冷压与热压两部分， ， 。
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3    动态晶体塑性本构框架

晶体塑性本构框架一般包括流动准则和硬化方程两部分。准静态晶体塑性框架中，流动准则主要

有率相关、率无关的流动准则两类；硬化方程通常考虑材料的应变硬化、应变率硬化和热软化效应。

动态晶体塑性本构框架中，考虑到高温、高压、高应变速率的动态冲击过程中，固体材料的黏塑性即应

变率效应变得尤为显著 [40]，一般需要建立率相关的流动准则，并且高速变形过程中的塑性滑移阻力与

声子黏性拖曳密切相关，因此动态硬化方程中还应当考虑声子拖曳效应。

动态晶体塑性本构框架可分为唯象的动态晶体塑性框架和基于位错行为的动态晶体塑性框架两

类，下面分别对这两类晶体塑性框架进行详细介绍。

3.1    唯象的动态晶体塑性框架

唯象的动态晶体塑性框架包括流动准则和硬化本构方程两部分，它们描述了冲击变形过程中滑移

速率、流动应力等材料状态变量的演变规律，其唯象描述与具体物理机制越接近，对材料动态冲击变形

的模拟越准确，相应的模型预测能力越强 [27]。本节主要介绍高速冲击加载条件下，唯象的动态晶体塑

性有限元研究中建立的流动准则和硬化本构方程。

3.1.1    率相关的流动准则

率相关的流动准则描述了塑性应变速率与滑移系分切应力、塑性滑移阻力以及微观结构相关的

其他内变量之间的关系。现有的率相关流动准则主要包括幂形式黏塑性模型和热激活模型等。

3.1.1.1    幂形式黏塑性模型

γ̇α
幂形式的黏塑性流动准则由 Hutchinson[41] 在研究准静态变形问题时提出，将滑移系 α 上的滑移速

率 表示为滑移系上分切应力和滑移阻力比值的幂函数 

γ̇α = γ̇0

∣∣∣∣∣ταgα

∣∣∣∣∣1/msgn
(
τα

gα

)
(49)

γ̇0式中： 为参考滑移速率，τα 为滑移系 α 上的分切应力，gα 为滑移系 α 上的临界分切应力即滑移阻力，

m 为应变率敏感性因子。当应变率敏感因子 m→0 时，即为率无关流动准则。Li 等 [42]、Khan 等 [43] 将幂

形式黏塑性模型应用于动态单轴压缩变形模拟，Zhang 等 [44]、Lim 等 [45] 应用于 Taylor 冲击变形的晶体

塑性有限元模拟，Bobbili等[46] 应用于分离式霍普金森压杆 (SHPB)试验的动态晶体塑性模拟研究中。

Becker[29]、De 等 [26] 将幂形式黏塑性流动方程 (式 (49)) 进行转化，成为形式上的率无关流动准则。

但是为了考虑材料的应变率效应，他们对滑移阻力进行了率相关的修正，从而建立形式上率无关但本

质上率相关的流动方程  
τα− τ̂α = 0 γ̇α , 0
τα− τ̂α < 0 γ̇α = 0
τα− τ̂α > 0 不存在

(50)

τ̂α

τ̂α τ̂α = gα(γ̇α/γ̇0)msgn(γ̇α)

γ̇α γ̇0

式中： 为最初率无关形式的流动准则中定义的滑移阻力。率相关形式的流动准则中定义的滑移阻力

gα 与 之间的关系为 ，这样式 (50) 与式 (49) 实际上是等价的。当滑移系上的分切

应力小于临界分切应力或滑移阻力时，该滑移系不发生塑性滑移；一旦滑移系上的分切应力达到临界

分切应力，则该滑移系启动，随之开始发生塑性滑移。动态冲击变形过程与准静态变形过程相比，塑性

滑移速率 显著增大，参考滑移速率 相应地增大。

3.1.1.2    热激活模型

Kocks 等[47] 基于 Arrhenius 方程提出热激活流动准则，能够显式地反映塑性滑移热激活过程对温度

的依赖。滑移系 α 上的热激活流动准则可以表示为 

γ̇α = γ̇α0 exp
(
− Qα

kBT

)
(51)

γ̇α0式中：Qα 为滑移系 α 上发生塑性滑移的热激活能，T 为瞬态材料温度。参考塑性滑移速率为 ，成功跨
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γ̇α

γ̇α0

越势垒 Qα 使得塑性滑移发生的概率为 exp(–Qα/kBT)，两者的乘积即为滑移系 α 上真实的塑性滑移速率

。显然，环境温度或变形引起的温升越大，热起伏提供的能量越大，跨越势垒所需的力越小，如图 3(a)
所示。 通常是与加载压力和应变速率相关的常数，因此跨越势垒的概率越大，相应的塑性滑移速率越大。

塑性滑移过程的热激活能依赖于局部流动应力和滑移阻力 

Qα = Qα
0

1− 
∣∣∣τα−gαath

∣∣∣
gα

m1m2

sgn
(
τα−gαath

)
(52)

Qα
0

gαath

式中： 为参考激活能；m1、m2 是与滑移阻力相关的材料参数；gα 为滑移系 α 上克服短程势垒的滑移阻

力，对温度和应变率敏感； 为滑移系 α 上克服与缺陷相关长程势垒的滑移阻力，对温度和应变率不敏

感，如图 3(b) 所示。随动态变形过程中材料局部流动应力的增大，热激活能减小，跨越势垒的概率增

大，相应的塑性滑移速率增大。Khan等[43]、Li等[48] 分别将热激活流动准则应用于模拟动态单轴压缩和

单轴拉伸变形中，Bronkhorst 等 [49]、Chandra 等 [50] 应用于分离式霍普金森压杆 (SHPB) 试验的动态晶体

塑性模拟研究中，Luscher等[31]、Addessio等[14] 应用于模拟平板撞击试验中的冲击变形行为。

3.1.2    硬化方程

gα = f (γα, γ̇α,T )

建立适用于高温、高压、高应变速率变形条件下材料的硬化模型，需要考虑的机制包括：应变硬化

效应、应变率硬化效应、声子拖曳效应、热软化效应等。动态晶体塑性框架中，在每个晶体滑移系上分

别建立热黏塑性硬化方程，其一般形式为 。唯象的动态晶体塑性框架中建立的硬化方程

大致可以分为两类：应变硬化方程和位错密度硬化方程。

3.1.2.1    应变硬化方程

经典的唯象硬化方程考虑材料的应变硬化效应。晶体材料在外加载荷作用下，当滑移系上的分切

应力达到临界分切应力即滑移阻力时，该滑移系开始发生塑性滑移。随后的变形过程中滑移阻力不断

增大，维持该滑移系继续塑性滑移所需的分切应力相应增大，称为滑移系的自硬化现象；由于滑移系之

间的交互作用，该滑移系上发生塑性滑移能够影响其他滑移系硬化的能力，称为滑移系的潜硬化现象[53]。

基于此，引入滑移系硬化模量 (hαβ)来描述滑移阻力随时间的演化 

ġα =
∑
β

hαβγ̇β (53)

进一步引入参数 r 和 hβ 建立瞬态硬化模量的表达式[41]
 

hαβ =
[
r+ (1− r)δαβ

]
hβ (54)

可见，当 β = α 时，hββ = hβ(不求和) 为滑移系自硬化模量；当 β ≠ α 时，hαβ = rhβ 为滑移系潜硬化模量。

自硬化模量 (hβ) 的形式有很多。Bittencourt[54]、Bobbili 等[46] 将滑移系自硬化模量简化为一个常数，

并假设晶体中不同滑移系的硬化能力相同 

hβ = h0 (55)

(a)
(b)

Distance Distance

Short-range obstacle

Long-range obstacle

Fo
rc

e,
 st
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ss
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ss

T0=0

F1, τ1

F2, τ2

F0, τ0
*

ΔU0

O O

ΔU1

ΔU2

ΔU3

T1

λ

T2 T3

图 3    (a)热能协助位错克服势垒 (T0 < T1 < T2 < T3)[51]，(b)位错在运动过程中遇到的势垒[52]

T0 < T1 < T2 < T3Fig. 3    (a) Thermal energy assists dislocations to overcome barriers ( )[51], and
(b) barriers encountered by a dislocation on its course[52]
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式中：h0 为常数。然而，考虑真实的材料硬化特征，学者们更多地采用变化的自硬化模量。Peirce 等[55]、

Li等[42]、Khan等[43] 引入名义饱和滑移阻力 (gsn)，采用双曲函数型自硬化模量 

hβ = h0sech2

(
h0γ

gsn−g0

)
(56)

γ =
r t

0

∑
β

∣∣∣γ̇β∣∣∣dt式中：g0 为初始滑移阻力， 为所有滑移系上的累积塑性滑移量。随着塑性变形的增大，一

方面双曲函数型自硬化模量逐渐减小；另一方面滑移阻力逐渐增大并且趋于饱和值，甚至可以略微超

过名义饱和滑移阻力 gsn。Zhang 等 [44]、Chandra 等 [50]、Li 等 [48] 引入实际饱和滑移阻力 (gs)，采用幂形式

的自硬化模量 

hβ = h0

(
1− gβ

gs

)a

(57)

gβs
gβs hβ|gβ=g0 = h0 hβ|gβ=gβs = 0

式中：幂指数 a < 1。随着塑性变形的增大，滑移阻力逐渐增大，相应的自硬化模量逐渐减小；当滑移阻

力达到饱和值之后不再改变，此后的自硬化模量始终为零。考虑到不同滑移系上的饱和滑移阻力未必

相同，Acharya 等 [56]、Bronkhorst 等 [49]、Luscher 等 [31]、Addessio 等 [14] 引入滑移系上的饱和滑移阻力 ( )。
滑移系 β 上的自硬化模量 hβ = f(gβ)在 gβ∈[g0,  ]区间内有定义，并且区间端点值为 ， ，

他们采用线性插值函数 

hβ = h0

(
gβs −gβ

gβs −g0

)
, gβs = gs0

∣∣∣∣∣∣ γ̇βγ̇0

∣∣∣∣∣∣kBT/Q

(58)

式中：gs0 为滑移系 β 上的参考滑移阻力，kB 为玻尔兹曼常数，Q 为参考激活能。随着塑性滑移速率的增

大，滑移系上的饱和滑移阻力相应地增大，这也体现了应变率硬化效应。此外，Khan等[43] 考虑晶粒尺寸

效应，对经典的唯象硬化方程进行改进，将滑移系自硬化模量表示为晶粒尺寸、滑移量和滑移速率的函数 

hβ =
d

dγ

{[
(A+ kd−n0 )+B

(
1− lnγ̇

lnγ̇0

)n1

γn2

]}
(59)

式中：d 为平均晶粒尺寸，A、k、n0 为 Hall-Petch系数，B、n1、n2 为应变率硬化和应变硬化相关的材料参数。

动态冲击变形过程中有显著的温升，这是不同于准静态变形的重要特点之一，所以动态晶体塑性

硬化模型中需要考虑温升引起的热软化。将热软化机制引入唯象的动态晶体塑性框架的思路是，在温度

无关的硬化方程的基础上，对变形过程中的滑移阻力进行温度相关的修正。基于式 (53)定义的塑性滑移

阻力 gβ，Clayton[23, 57–58]、Vogler等[24] 建立了温度相关的塑性滑移阻力 gβ(T)与变形温度之间的幂形式关系 

gβ (T ) = gβ
(

T
Tr

)−C

(60)

式中：T、Tr 分别为瞬时温度和参考温度，C 为热软化指数。由于动态冲击过程中的剧烈温升可能使变

形温度接近材料熔点，Tajalli 等[59]、Khan 等[43]、Li 等[60–61] 引入材料熔点参量，对热软化机制起作用的温

度范围规定了上限，将滑移系自硬化模量表示为 

gβ (T ) = gβ
(

Tm−T
Tm−Tr

)C

(61)

式中：Tm 为材料熔点。Becker[29] 基于 Steinberg-Guinan 硬化模型和 Arrhenius 形式的热软化模型，将滑移

系 α 上的滑移阻力表示为 

gα (T ) =
µ

µ0
τ0

[
1+B(γ+γ0)n]exp(−λΔET ) (62)

ΔET

式中：µ0、µ分别为零压和瞬态的材料剪切模量，B、n 为应变硬化参数，γ为所有滑移系上的累积滑移

量，γ0 为初始塑性滑移量 (通常为零)，λ为热软化修正系数， 为比热能变化，τ0 为参考屈服应力。他

们评估了热软化效应对多晶 Ta 斜波加载冲击变形的影响，如图 4[29] 所示。结果表明，基于依赖于温度

的材料本构计算得到的塑性应变有所提高，并且该现象在晶界处更为显著。
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在极高变形速率下 (大于 104 s–1)，塑性滑移阻力与声子黏性拖曳密切相关，针对动态冲击问题进行

模拟时要求在唯象的硬化模型中引入声子拖曳机制。在 Becker 发展的动态晶体塑性硬化模型的基础

上，De等[26] 考虑声子拖曳效应，建立滑移系 α 上的滑移阻力方程 

τ̂α =
[
gα (T )

]
Becker

(
|γ̇α|+ γ̇off

γ̇0

)m

sgn(γ̇α)+
µ

µ0
τ0

[
1− exp

(
− θ
τT
γ̇α

)]
(63)

γ̇0 γ̇off

γ̇α

式中： 为参考滑移速率， 为滑移系率硬化修正

参数，τ0、τT 分别为常温和瞬态参考屈服应力，θ为

线性声子拖曳系数。他们在 Becker 模型的基础

上，一方面对滑移阻力进行了率相关的修正，同时

考虑了应变硬化效应、应变率硬化效应和热软化

效应对滑移阻力的贡献，即式 (63) 中的第 1 项；另

一方面引入了声子拖曳效应对滑移阻力的贡献，

即式 (63) 中的第 2 项。需要指出的是，他们建立

的流动方程和晶体塑性本构均难以简单地写出滑

移系上的塑性应变率 ( ) 和滑移阻力 (gα) 的显式

方程。他们通过对 α-RDX 单晶的平板撞击过程

进行模拟，发现未考虑声子拖曳效应的晶体塑性

模型对极高应变速率下的滑移临界分切应力预测

过低，如图 5[26] 所示。

3.1.2.2    位错密度硬化方程

基于位错密度建立硬化模型，相比于传统的唯象应变硬化模型更准确，并且物理意义更明确。

Khan等[43]、Lim等[45] 将滑移阻力表达为位错密度的函数 

gα = τ0+µb

∑
β

Hαβρ
β


1/2

(64)

式中：τ0 为参考屈服应力，µ为剪切模量，b 为柏氏矢量，Hαβ 为硬化矩阵，ρβ 为滑移系 β 上的位错密度。

考虑位错密度的增殖和湮灭机制，将位错密度变化率表示为瞬态位错密度和塑性滑移速率的函数，建

立唯象的位错密度演化方程 

ρ̇α =

k1

(∑
β

Aαβρ
β

)1/2

− k2ρ
α

 |γ̇α| (65)

γ̇α式中：k1、k2 分别为位错增殖和湮灭项系数，Aαβ 为位错增殖相互作用的张量分量， 为滑移系 α 上的塑

(a) Without thermal softening (b) With thermal softening
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图 4    热软化效应对多晶 Ta在 32 GPa冲击变形下累积塑性滑移量的影响[29]

Fig. 4    Influence of thermal softening on accumulated plastic slip of polycrystalline Ta during shock deformation under 32 GPa[29]
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图 5    α-RDX单晶沿<210>晶向平板撞击变形过程中

声子拖曳对 (021)<100>滑移系上滑移阻力的影响[26]

Fig. 5    Influence of phonon drag on slip resistance of
(021)<100> slip system, during α-RDX single crystal
deformed in plate impact along <210> direction[26]
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性滑移速率。该模型实质上是以位错密度为中间变量的应变硬化模型，3.2.2 节中将进一步考虑位错的

增殖、形核、缠结与湮灭等机制，建立更加完善的位错密度演化方程。

3.2    基于位错行为的动态晶体塑性框架

唯象的晶体塑性本构通常存在适用范围的局限性，只能在一定应变率区间内描述材料的塑性变形

规律。因此为了满足不同应变率的加载条件，并同时描述各微观结构的演化，通常采用 Orowan 方程作

为流动法则的模型框架 

γ̇α = ραmbαvαsgn(τα) (66)

ραm式中： 表示可动位错密度，vα 表示平均位错运动速度。

Orowan 方程模型框架主要包含可动位错密度的演化以及平均位错速度与各内变量之间的关系两

部分内容。可动位错密度演化部分需要考虑位错的形核、增殖、缠结、湮灭等微观过程。位错平均滑

移速度部分可由位错滑移障碍物之间的平均距离除以在障碍物之间运动的平均时间得到。而位错在

障碍物之间的平均运动时间可分成跨越障碍物的等待时间以及在障碍物之间的滑移时间两部分，位错

的两个运动过程可分别由 Arrhenius热激活机制和黏性拖曳机制描述。

3.2.1    位错滑移速度

位错速度模型描述了位错滑移速度与滑移系分切应力以及位错滑移阻力之间的关系，主要可分为

3 类：(1) 简单指数模型，即基于实验中观察到的单根位错的运动规律，建立位错速度与分切应力的简单

指数关系；(2) 单一机制模型，即聚焦于位错在低应力区间内或高应力区间内的滑移规律，只采用单一

的热激活模型或线性拖曳模型；(3) 统一模型，即将位错的滑移过程分为跨越障碍物的等待过程以及在

障碍物之间的滑移过程，统一了位错在不同应力区间内的滑移规律。

第 1 类模型是基于单根位错实验结果的简单拟合，只描述了位错运动速度与应力之间的关系，不

仅忽略了位错网络对滑移的阻碍作用，也没有考虑温度对滑移的影响。第 2 类模型只描述位错在某一

应力区间与温度范围内的单一规律，适用范围较窄，缺乏对位错完整滑移过程的描述。第 3 类模型描

述了位错滑移的整个物理过程，适用于不同的应力区间和温度范围。本节将简单介绍前两类模型，重

点介绍适用范围最广的第 3类模型。

（1）简单指数模型

Johnston 与 Gilman[62] 利用蚀坑法测量了 LiF 单晶中单根螺位错与刃位错在不同应力下的位错速

度，根据位错运动速度与应力关系的实验结果得到以下结论：其一，刃位错的滑移速度比螺位错更快，

但两者的差距在接近声速时逐渐消失；其二，位错运动的最高速度不能超过声速；其三，存在一个位错

开始滑移的最低临界应力；其四，在低温低应力下，位错速度与温度近似满足负指数关系。这些结论已

被证实在其他材料中同样适用。

基于上述实验结果，Gilman[63] 提出了一种简单的位错速度与应力关系的指数模型 

v = v∗exp(−D/τ) (67)

式中：D 为特征阻力；v*为位错运动的极限速度，通常取材料的声速 (剪切波速)。
上述简单的指数模型满足实验上位错速度的边界条件：当 τ→0 时，v→0；当 τ→∞时，v→v*。但该模

型不仅缺乏对位错运动机制的解释，也没有反映出位错在低应力区间的转变特征。

为了将模型应用于更广的应力区间，Gilman[64] 提出了在单指数模型的基础上添加一项在低应力区

间内的位错速度 

v = v∗s
[
1− exp

(
− τ

S

)]
+ v∗Dexp

(
−D
τ

)
(68)

v∗s v∗D式中： 表示低应力下的位错参考速度，S 为低应力下的阻力， 表示高应力下的位错参考速度。此改进

模型更好地解释了位错运动速度在不同应力区间下的转变现象。

此外，Johnson 与 Barker[65] 相继提出了关于位错运动速度的指数模型，但这些模型均只是根据位错
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的运动趋势提出的唯象模型，缺乏相应的物理机制，且适用范围较窄。

（2）单一机制模型

单一机制模型包括只适用于低应力区间内的热激活机制以及只适用于高应力区间的线性拖曳机

制。Alankar等[66]、Zhang等[67]、Monnet等[68] 采用热激活机制来描述位错在低应力区间内的滑移速度 

vα = λvdexp
{
ΔG0

kBT

[
1−

(
|τα|
gα

)p]q}
(69)

ΔG0式中：λ为障碍物之间的平均距离，vd 为 Debye频率， 为参考激活能。此外，Hansen等[25]、Nguyen等[69]、

Grilli等[70] 均采用线性拖曳模型来描述位错的滑移速度 

vα =
ταb
B

(70)

式中：B 为拖曳系数。

单一机制模型描述了位错在某一应力区间内的滑移规律，适用于模拟材料在特定加载区间内的变

形过程。但实际上材料在不同时间或空间尺度上的应变率往往存在很大差距，单一机制模型难以描述

这种复杂的变形过程。

（3）统一物理模型

目前使用最为广泛的模型基于 Frost 与 Ashby[71] 首先提出的平均位错滑移速度模型框架。该框架

将位错在障碍物之间的平均运动时间分成了跨越障碍物的等待时间以及在障碍物之间的滑移时间两

部分，可分别采用热激活模型与声子拖曳模型来描述 

vα =
λα

tαw+ tαr
(71)

tαw
tαr

式中：λα 表示位错滑移过程中障碍物的平均距离， 为热激活过程主导的位错脱钉所需要的等待时间，

为声子拖曳主导的位错在障碍物之间黏性滑移所需要的时间。

对于滑移较为困难的体心立方 (bcc) 晶体材料，Shahba 等 [27]、Lim 等 [72] 采用螺位错滑移的 Kink-
Pair 机制描述上述位错模型的两个滑移过程。Kink-Pair 滑移机制可分为两个阶段，如图 6[27] 所示。在

第 1 阶段，位错在障碍物 (Peierls 能垒) 前有一段等待时间，直到成功通过热激活方式跨越障碍物。在

第 2 阶段，位错分离成一对扭折并以黏性滑移的方式运动到下一个障碍物。对于面心立方 (fcc) 等晶体

材料，也可根据与林位错的交互机制将位错滑移分为类似的等待过程与滑移过程两部分。

(a) Dislocation lying in a barrier (b) Nucleation of kink-pair due to thermal activation

(d) Dislocation moving to the next barrier(c) Kink-pair viscously slipping under driving force

Glide plane for
slip system α

Peierls valley

Dislocation line

λα

lαkink

m0
α

n0
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n0
α

t=0 t=tw

lαkink
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m0
α

n0
α t=tw
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m0
α

n0
α t=tw+tr

图 6    螺位错滑移的 Kink-pair机制[27]

Fig. 6    Illustration of screw dislocation motion via a Kink-pair mechanism[27]
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tαw位错在障碍物前的等待时间 可用 Arrhenius方程形式的热激活模型[71] 描述 

tαw =
1
νd

{
exp

[
ΔG (τα)

kBT

]
−1

}
(72)

ΔG (τ) ΔG (τ)式中：νd 为尝试频率， 是与分切应力相关的激活能。 可表述为 

ΔG (τα) = ΔG0

⟨
1−

(∣∣∣τα−gαath

∣∣∣/gα)m1
⟩m2

(73)

ΔG0 = g0µb3式中：阶跃函数〈x〉=(|x|+x)/2；参考激活能 ，g0 为材料的能垒系数；滑移阻力 gα 可采用简单

的硬化方程式 (64)表示。

热激活过程的等待时间以及激活能存在各种不同的表达形式，但这些表达式均表现为等待时间与

温度和分切应力满足负相关的关系。

tαr tαr vαr位错在障碍物之间的滑移时间 取决于位错的黏性滑移速度 (  = λα/ )，而位错的黏性滑移过程则

受声子拖曳效应的影响。声子拖曳效应指位错在高速运动时，位错与声子之间发生的散射作用 [63, 73]，

位错滑移速率越大，声子对位错滑移的阻碍作用越强。此外，位错在高速运动下也受到其他阻碍作用，

例如位错核的辐射作用[74]。

位错的平均黏性滑移速度通常采用准线性拖曳关系[39, 75–76] 描述 

vαr =

(
|τα| −gαath

)
bα

B (v,T )
(74)

gαath式中：B(v,T)是与位错速度和温度相关的黏性拖曳系数， 为无热的长程阻力。

Austin等[75] 为了体现位错速度不能超过声速的物理限制，提出了耦合相对论效应的拖曳系数表达式 

B (v,T ) =
B0 (T )

1− (v/vs)2 (75)

式中：B0(T) = kBT/vs(bα)2 是与温度线性相关的初始拖曳系数，v 表示位错平均速度，vs 为材料的剪切波声速。

vαw tαw vαr

位错的滑移速度在不同应力区间内的主导因素不同。对于低应变率加载，位错的运动由热激活过

程主导，位错在障碍物之间的黏性滑移时间相对于热激活时间可忽略不计。对于高应变率加载，位错

的运动由黏性拖曳过程主导，位错在障碍物前等待的热激活时间相对于黏性滑移时间可忽略不计。通

过比较不同应力状态下平均位错运动速度 v 与热激活速度  = λα/ 、拖曳速度 之间的关系，可得到两

种主导机制的转变过程，如图 7[27] 所示。
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图 7    位错平均运动与热激活运动以及拖曳运动的对比[27]

Fig. 7    Comparison of the average dislocation velocity with the velocities of
thermally-activated and drag-dominated dislocation motions[27]
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3.2.2    位错密度演化

位错密度对塑性滑移的影响主要有两方面：一方面，位错滑移受到的平均阻力取决于总的位错密

度；另一方面，塑性变形只来源于可动位错密度的贡献。所以通常将总位错密度分为可动位错和不可

动位错两部分。材料在准静态下的可动位错密度相对于不可动位错来说很少，并且可近似为常数，在

计算塑性滑移速率时可以忽略可动位错密度的演化。因此，在唯象的晶体塑性框架中通常不区分材料

中的可动位错和不可动位错 [77]，在分析滑移速率演化时仅考虑位错滑移速度的变化，而分析材料强度

变化时仅关注总位错密度的演化。但是 Wang 等 [78] 指出高应变率下材料中的可动位错密度是总位错

密度的主要部分，这是由可动位错密度在高应变率下迅速增殖导致的。

材料中可动位错密度 ρm 与不可动位错密度 ρi 的演化过程主要与位错的形核、增殖、缠结以及湮

灭等局部微观机制相关 

ρ̇αm = ρ̇
α
nuc+ ρ̇

α
mult− ρ̇αtrap− ρ̇αann (76)

 

ρ̇αi = ρ̇
α
trap (77)

ρ̇αnuc ρ̇αmult ρ̇αtrap ρ̇αann

ρ̇αnuc ρ̇αhom ρ̇αhet

式中： 、 、 、 分别为位错的形核速率、增殖速率、缠结速率和湮灭速率。位错的形核过程

包括均匀形核过程 和非均匀性形核过程 。均匀形核指位错环等缺陷在基体中无择优地均匀

成核，通常只在极高的应变率下并且分切应力接近晶格的理论剪切强度下才可能发生，此时高应力状

态下位错形核的激活能显著地降低。Tschopp等[79]、Cawkwell等[8]、Shehadeh等[80] 均在冲击加载下的分

子动力学 (MD)模拟中观察到了位错的均匀形核现象，其中位错均匀形核速率的热激活模型为 

ρ̇αhom = Nνd exp
[
−ΔG (τα,T )

kBT

]
(78)

ΔG式中：N 表示单位体积内形核点的平均数量，νd 为特征尝试频率 (Debye 频率)， 是与分切应力以及温

度相关的位错环形核的自由能。

非均匀形核则指在晶界、第二相界面以及裂纹等应力集中处发生的位错形核现象，非均匀形核所

需要的应力远小于晶格的理论剪切强度。Gupta 最初在模拟 LiF 单晶的冲击响应中引入了非均匀形核

模型，非均匀形核过程通常与基体中的应力集中现象有关。Austin 等 [75] 在 Gupta 模型的基础上提出了

适用性更广的非均匀形核模型 

ρ̇αhet = αhet |τ̇α| (m+1)
(|τα| −τmin)m

(τmax−τmin)m (79)

|τ̇α|

ρ̇αmult

式中：αhet 为单位体积内位错源形核的平均长度， 为应力率的绝对值，m 是用于描述位错源形核的临

界应力分布的参数，τmax 和 τmin 分别为发生非均匀形核的临界最大应力和最小应力。此外，也有模型将

位错的非均匀形核过程考虑在位错的增殖过程 中。

位错的增殖机制包括弗兰克-里德源增殖机制、双交滑移增殖机制以及攀移增殖机制等。其中弗

兰克-里德位错源增殖机制指位错在与障碍物交互过程中通过外加应力或者高速运动下的惯性效应所

形成位错环及其扩展的过程。双交滑移机制指螺位错经过双交滑移后形成了刃型割阶，并对原位错产

生钉扎作用，成为一个新的弗兰克-里德源。攀移增殖机制通常指刃位错在攀移后形成了 super-jog，并
成为两个单臂弗兰克-里德源。这些增殖机制可统一抽象为位错与林位错之间的交互作用[81–82]
 

ρ̇αmult =Cm

√
ραfor

∣∣∣γ̇(α)
∣∣∣ (80)

ραfor式中：Cm 为与各种增殖机制相关的增殖系数， 为与滑移系 α 发生交互作用的林位错密度。 

ραfor =
∑
β

Aαβ

forρ
α (81)

Aαβ

for =
(
nα · sβ+ nα · qβ)/2式中：交互矩阵 在基于刃位错与螺位错数量相等的假设下可用滑移系的滑移方

向 sα 与滑移面法向 nα 表示，qβ = nβ × sβ 表示刃位错线的方向，sβ 表示螺位错线的方向。

位错的缠结过程代表了可动位错与林位错作用被缠结并转化为不可动位错的过程 
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ρ̇αtrap = ρ̇
α
i =CT

√
ραfor

∣∣∣γ̇(α)
∣∣∣ (82)

式中：CT 为缠结系数。

位错的湮灭指符号相反的位错在一定捕获距离内相遇所发生的消亡现象，决定了位错饱和密度的

存在。Luscher等[39]、Alankar等[66] 根据上述湮灭过程建立了简单的湮灭模型 

ρ̇αann =CAdaρ
α
∣∣∣γ̇(α)

∣∣∣ (83)

式中：CA 为湮灭系数，da 为捕获距离。

ρ̇αhet ρ̇αmult

为了分析冲击加载下位错各演化机制在不同压力下的主导地位转变，Lloyd等[83] 模拟了 5～20 GPa
加载下位错各个演化机制的占比情况，如图 8[83] 所示。在中低压 (5～15 GPa) 下，位错的增殖主要依赖

于非均匀形核过程 与增殖过程 ；当压力大到一定程度 (大于 20 GPa) 时，材料发生剧烈的均匀形

核过程，成为位错密度演化的主导因素。

实际上除了可动位错和不可动位错之外，位错密度还有许多其他区分方式。例如，Alankar 等 [66, 84]

为了体现刃位错和螺位错滑移速率的差异，将位错密度分为螺位错 ρs 和刃位错 ρe，并解释了基面取向

的单晶 Ti 的硬化率转变现象。此外，Keshavarz 等[85]、Liang 等[86] 为了考虑几何必须位错引起的晶界效

应，将位错区分为统计存储位错 ρssd 和几何必须位错 ρGND，分析了在 Al 双晶、Ni 基合金等材料中晶界

对材料的硬化作用，并与实验结果较好地吻合。

4    动态相变

在高温、高压、高应变率动态冲击条件下，位错滑移往往不再是材料唯一的塑性变形方式，例如
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图 8    不同压力加载下位错密度的演化机制[83]

Fig. 8    Dislocation density evolution mechanisms under different loading pressure[83]
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Fe、Ti 和 RDX 等晶体材料也可通过相变与孪晶等方式实现变形。固体相变按原子的迁移方式可分为

扩散型相变和位移型 (切变) 相变。而在高应变率动态变形下，材料发生的往往是切变型马氏体相变，

整个相变过程无原子扩散，通过原子协同进行短距离迁移，并以切变的形式完成相变。本节重点介绍

如何将马氏体相变机制引入晶体塑性有限元框架，以及在动态冲击与静态加载下相变驱动力与演化准

则的差异。

当然除了在晶体塑性有限元框架中直接引入马氏体相变机制之外，也可采用相场与动态晶体塑性

有限元结合的方法来模拟变形过程中的相变过程。不同于晶体塑性框架中的局部相变模型，相场法在

自由能的基础上考虑了相变量在空间的分布及其所引起的梯度能。相场与动态晶体塑性模型相结合

的方法已被广泛应用于模拟准静态下材料的相变、孪生与再结晶等变形过程 [87–91]，该方法有望发展至

模拟动态冲击下的相变、孪生等塑性变形过程。

4.1    马氏体相变运动学

关于马氏体相变介观模型的研究由来已久[92–96]。Thamburaja 和 Anand[97] 最初将马氏体相变机制引

入晶体塑性框架中，以研究 Ni-Ti 形状记忆合金的宏观力学响应，模型中总变形分为弹性变形和相变变

形，忽略了位错滑移产生的塑性变形。在此基础上发展起来的更为广泛使用的模型考虑了塑性滑移，

将变形梯度[13, 98–99] 分解为 

F = FeFpFtr (84)

式中：Fe、Fp、Ftr 分别表示弹性变形、塑性变形以及相变对总变形梯度的贡献。

塑性变形包括母相与新相中的塑性滑移总和 

Lp = Ḟp(Fp)−1 = vp

Nα∑
α=1

γ̇αmα
s ⊗ nαs +

Nt∑
t=1

vt

Nβ∑
β=1

γ̇βmβ
s ⊗ nβs (85)

vp = 1− vN vN =
Nt∑

t=1
vt

mα
s nαs mβ

s nβs

式中： 表示母相的体积分数， 为相变后新相的总体积分数，N t 为变体的数量，Nα 和

Nβ 分别代表母相和新相的滑移系， 和 分别表示母相中的滑移方向和滑移面法向， 和 分别为新

相中的滑移方向和滑移面法向。当相变产生的新相的位错滑移能力较弱时，往往只计及母相中的塑性

滑移[100]。

马氏体相变过程的变形梯度为 

Ftr = I+
Nt∑

t=1

vt
(
bt ⊗mt) (86)

式中：bt 和 mt 分别为相变过程的切变向量和相变惯习面的法向。

4.2    相变驱动力与演化准则

相变模型的关键在于如何描述相变过程的驱动力以及相变的演化规律。本节将重点介绍在准静

态和动态冲击下几种常用的相变驱动力与相变演化规律的模型。

4.2.1    相变驱动力

相变驱动力是与相变量功共轭的参量，取决于材料相变前后自由能的变化。在现有的研究中通常

有两种方法描述相变驱动力与系统自由能的关系。第一种方法较为常见，直接将相变过程中 Gibbs 自
由能的变化作为相变的驱动力。第二种方法以 Turteltaub 和 Suiker[101–103] 为代表，认为相变驱动力在

Gibbs 自由能的变化之外还应额外加上一项相变熵增所导致的热驱动力，并指出这部分相变熵增并没

有引起系统 Gibbs 自由能的变化。上述两种方法在相变驱动力与 Gibbs 自由能的关系表达式上存在区

别，这一区别实际上来源于自由能定义的具体表达式和物理含义的不同，但是最终得到的相变驱动力

是一致的，反映的物理规律是完全相同的。

相变驱动力与各热力学势函数之间的关系不完全相同[98]
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ft = −ρ0
∂G
∂vt
= τm−ρ0

∂ψ

∂vt
(87)

⊗式中：ft 表示与相变量功共轭的相变驱动力，τm = FeTFeSFt r–T:bt mt 表示相变过程的机械驱动力，ψ、G 分

别为系统的 Helmholtz自由能与 Gibbs自由能。

Manchiraju等[104] 为研究 Ni-Ti形状记忆合金中的相变过程，给出了系统的亥姆霍兹自由能表达式 

ψ (Ee, θ,vt) =
1
2

Ee : C : Ee− (θ− θ0) Ath : C : Ee+
λT

θT
(θ− θT)vt +

1
2

Nt∑
t=1

vt

Nt∑
u=1

htuvu (88)

式中：θ、θ0、θT 分别表示瞬时温度、初始温度和相变温度，λT 为单位体积的比热，htu 表示不同相变变体

之间的相容关系。式 (88) 中：第 1 项表示弹性应变能；第 2 项表示与热应变对应的自由能；第 3 项表示

相变过程中的化学能；第 4项表示马氏体变体之间的相互作用能，反映了变体之间的相互协调能力。

相变驱动力 ft 可根据式 (87)中与亥姆霍兹自由能的关系得到 

ft =
λT

θT
(θ− θT)+ vt

Nt∑
u=1

htuvu+FeTFeSFtr−T : bt ⊗mt (89)

式中：S为 PKⅡ应力。

此外，Feng 等[105]、Greeff 等[106] 认为在冲击高

温高压作用下，材料的相变驱动力主要依赖于系

统的压强和温度。Cawkwell 等 [38] 根据材料在高

压下的状态方程建立了一个评估两相 Gibbs 自由

能的模型，并给出了含能材料 RDX 的 α 与 γ相在

不同温度与压强下的 Gibbs自由能之差，见图 9[38]。
该模型简化了相变驱动力的组成部分，忽略了两

相的错配能以及相变的界面阻力等各个因素，通

常只适用于材料的高压冲击相变过程。

4.2.2    相变演化规律

相变过程中新相体积分数的演化依赖于相变

的驱动力 ft 和相变的临界阻力 fc。通常将相变过

程中各种难以量化的阻力集合在一个总的相变临

界阻力 fc。因此，马氏体相变启动的临界条件为系统可提供的自由能达到马氏体相变的能垒 

ft = fc (90)

v̇tTurteltaub 等[101–102]、Tjahjanto 等[107] 认为相变启动之后新相的生长速率 依赖于驱动力与相变临界

阻力的差值 (ft – fc)，并依此提出了一个唯象的相变演化的动力学关系 

v̇t =

 v̇t0 tanh
(

ft − fc

k fc

)
ft − fc > 0

0 ft − fc ⩽ 0
(91)

式中：k 为相变演化系数。

v̇t

Thamburaja 等 [97, 108–110]、Manchiraju 等 [104] 则倾向于认为一旦相变驱动力 ft 超过临界阻力 fc，马氏体

相变过程会立即发生并释放系统的自由能，从而使相变驱动力永远满足自洽关系 ft = fc，因此新相的生

成速率 可根据相变的自洽关系求解  {
v̇t = 0 ft < fc

v̇t > 0 ft = fc
(92)

(α↔ ε)

Barton 等 [111] 将上述唯象的相变演化动力学关系式 (式 (91)) 与固体状态方程相结合，模拟了 Fe 在

高压下的冲击相变 ，如图 10[111] 所示。
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图 9    RDX的 α 相与 γ相 Gibbs自由能之差

与温度、压强的关系[38]

Fig. 9    Difference between Gibbs free energies of the α and γ
RDX polymorphs as a function of pressure and temperature[38]
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此外，考虑动态冲击过程中相变驱动力 (Gibbs 自由能) 依赖于压力和温度，Greeff 等 [106] 根据实验

观察到的在一定压力区间内新相生长速率和压力满足指数关系，提出了适用于冲击高压下的相变演化

模型 

v̇i
t = A

ΔG (p)
B

exp
(
ΔG (p)

B

)2

(93)

ΔG (p)式中： 为两相的 Gibbs自由能之差，A、B 是与相变演化相关的材料参数。

5    动态孪生变形

对于 Ti[112–113]、Zr[10] 等密排六方结构 (hcp) 材料，在冲击加载过程中，孪生变形与位错滑移是系统

发生塑性变形和释放能量的主要途径，而相变往往需要更大的加载压力和应变速率[105]。孪生变形通常

出现在滑移受阻引起的应力集中区域，通过均匀剪切的方式形成镜面对称的两部分晶体。由于孪生的

应变速率敏感性通常低于位错滑移的应变速率敏感性 [114]，即孪生阻力随应变率变化不大，材料在高应

变率下比准静态下更倾向于发生孪生变形而非塑性滑移。因此，Cu[12]、Al[11, 115] 等滑移系较多的 fcc 材

料在高压冲击过程中也能观察到显著的孪生变形。

5.1    孪生运动学

Kalidindi[116] 最先将孪生变形引入晶体塑性框架中，模拟了低层错能的多晶 fcc 金属 α-黄铜以及

hcp金属 Zr中的织构演化。Kalidindi模型沿用了变形梯度的弹塑性分解 

F = FeFp (94)

而塑性速度梯度包含材料的塑性滑移与孪生变形两部分 

Lp = Ḟp(Fp)−1 = Lsl+ Ltw (95)

对于体积分数通常较小的 fcc 和 bcc 孪晶而言，往往只考虑母相中位错滑移而忽略孪晶内部的塑

性滑移。但对于孪晶体积分数较大的情况如某些 hcp 金属，孪晶中的位错滑移则不能忽略。因此，塑

性变形梯度中应同时包含母相和孪晶中的位错滑移 

Lsl =

1− Ntw∑
β=1

f β
 Nsl∑
α=1

γ̇αmα⊗ nα+
Ntw∑
β=1

f β
Nsl∑
α=1

γ̇αQβmα⊗ nαQβT (96)

f β mα nα Qβ式中： 表示孪晶的体积分数， 和 分别表示柏氏矢量与滑移面法向， 为孪生变形前后晶体位相的

旋转矩阵 

Qβ = 2nβ⊗ nβ−δi j (97)
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图 10    Fe冲击相变的单晶模拟与多晶实验结果[111]

Fig. 10    Single crystal Fe simulation data and polycrystal experimental data of shock-induced phase transformation[111]
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δi j式中： 为克罗内克符号。

mβ
tw nβtw孪生变形本身造成的速度梯度 Ltw 可由孪晶扩展方向 与孪晶面法向 表示 

Ltw=

Ntw∑
β=1

γtw ḟ βmβ
tw⊗ nβtw (98)

γtw =

√
2

2
γtw =

c3/a3−3
√

3c/a
式中：γtw 为孪生的特征剪应变，fcc和 bcc晶体中 ，hcp晶体中 [117]。

此外，Clayton[118] 采用将孪生变形从塑性变形中独立出来的三构型分解方法 

F = FeFI Fp (99)

式中：Fe 表示可逆的热弹性变形梯度，Fp 表示体积守恒的塑性滑移变形梯度，FI 表示孪生变形以及由

空位等缺陷引起的不可逆体积变形。

5.2    孪晶演化规律与硬化模型

材料的孪生过程与相变过程类似，孪晶的体积分数演化取决于孪生的驱动力和孪生阻力，但晶体

塑性模型中孪生模型与相变模型对关键因素的处理却存在差异。相变模型细化了材料在不同情况下

的各种相变驱动力，将各种难以量化的相变阻力简单地归纳为一个临界相变阻力常数。而孪生模型的

驱动力即为材料内部在孪生方向上的分切应力，其孪生阻力则需要考虑孪晶自身的硬化、滑移和孪生

相互作用导致的硬化以及孪晶饱和体积分数等因素。

5.2.1    孪晶演化规律

目前缺乏简洁明确的物理方程以及相关理论模型描述孪晶的演化过程，因此在晶体塑性框架中通

常采用率相关的唯象模型作为孪晶的演化法则[19]
 

ḟ β =


γ̇0

γtw

(
τβ

sβtw

)1/m

τβ > 0

0 τβ ⩽ 0
(100)

γ̇0 sβtw式中： 为参考滑移速率，τβ 为孪晶方向上的分切应力， 表示孪晶系的孪生阻力。

5.2.2    硬化模型

存在变形孪晶的材料，其应变硬化通常是一个多因素影响的复杂过程。Salem 等 [119– 120] 总结了

hcp 材料中滑移与孪生的主要硬化效应：（1）变形孪晶对所有滑移系和孪晶系均有硬化效果；（2）孪晶界

具有与晶界相似的 Hall-Petch 效应，对母相中的位错滑移存在硬化作用；（3）Basinski 硬化机制 (孪晶扩

展过程中将可动位错固化缠结) 会导致孪晶强度大于基体母相，并提高材料整体强度；（4）孪晶体积分

数通常存在饱和值，材料在孪晶体积分数达到饱和后将采用位错滑移作为单一的塑性变形方式。

5.2.2.1    唯象硬化模型

基于上述分析结果，Kalidindi[121] 提出了饱和型位错滑移和孪生变形的唯象硬化模型，将位错滑移

阻力随时间的变化率表示为 

Ṡ α
slip = hs(1+C

∑
β

f β)
(
1−

S α
slip

S α
sa

)a Ns∑
k

γ̇k (101)
 

S α
sa = ssa0+ spr

(∑
β

f β
)0.5

(102)

式中：hs 为孪晶初始硬化率，a 为硬化指数，系数 C 表示 Basinski 硬化机制对滑移系的硬化作用，spr 描述

了孪晶界引起的 Hall-Pech效应，ssa0 为没有孪生时的滑移饱和阻力。

类似地，孪生阻力的演化过程可表示为 

Ṡ β
tw = htw

(∑
m

f m

)b ∑
k

γtw ḟ k +htw−s

(∑
α

γα
)d ∑

k

γ̇k (103)
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式中：htw、htw-s 分别表示孪晶和位错滑移对孪生阻力的硬化系数，b、d 为硬化指数。式 (103) 中第 1 项

表示孪晶内部的硬化作用，第 2 项表示位错滑移与孪生过程相互作用引起的硬化。Salem 等[120] 指出由

于式 (103)中第 2项的快速硬化作用，孪晶体积分数随着应变增大逐渐达到饱和值。

5.2.2.2    基于位错密度的硬化模型

滑移阻力与孪生阻力的硬化过程实际上取决于材料中不同微观结构的演化以及变形中的应变率

和温度 [122–123]。位错在滑移过程中除了受到晶格阻力和林位错的硬化阻力之外，还需考虑晶界阻力的

作用，对于晶界阻力 (即 Hall-Petch效应)，则需要额外考虑孪晶界引起的阻碍作用。Beyerlein等[124] 在位

错模型中考虑了林位错硬化、位错碎片 (Dislocation Debris) 硬化以及 Hall-Petch 效应等对位错滑移的硬

化作用，将滑移阻力分为 

S α
slip = S α

0 +S α
for+S α

deb+S α
HP (104)

 

S α
for = αµbα

√
ρα (105)

 

S α
deb = kdebµbα

√
ρdeblg

(
1

bα
√
ρdeb

)
(106)

 

S α
HP = µHα

√
bα

dmfp
(107)

S α
0 S α

for

d ≈ 1/
√
ρ S α

HP

式中： 为初始滑移阻力， 为林位错硬化阻力，关于位错密度的演化详见 3.2.2 节；ρdeb 为位错碎片密

度，通常指具有一定分布规律的固定的不可动位错，由于位错碎片分布的非随机性，如式 (105) 所示，需

要对硬化公式中平均障碍距离 ( ) 进行一定的校正 [125]； 是由晶界与孪晶界共同引起的 Hall-
Petch 效应阻力，Hα 为硬化常数，bα 为柏氏矢量。Ardeljan 等 [122] 提出 Hall-Petch 效应中位错的平均自由

程 dmfp 与孪晶的体积分数相关 

dmfp =


(1− f )dc

sin θ
有孪晶

dg 无孪晶
(108)

式中：f 为孪晶的体积分数，dc 为孪晶间距，θ为滑移面与孪晶面之间的夹角，dg 为初始晶粒尺寸。

S β

twin

孪晶的扩展过程与位错滑移过程类似，均受到晶界与位错的阻碍作用。但是不同于位错在晶界处

的塞积作用，Hall-Petch 效应对孪晶的硬化作用目前并没有明确的物理模型。此外，孪晶扩展与位错之

间的相互作用也不再是简单的林位错硬化，而是同时取决于位错密度以及滑移系与孪晶系的柏氏矢

量。孪生阻力 可分为初始孪生阻力、Hall-Petch效应以及与位错滑移相互作用 3部分的贡献 

S β

twin = S β

0 +S t
HP+S β

slip (109)
 

S t
HP =

Hβ√
dmfp

(110)
 

S β

slip = µ
∑
α

Cαβbαbβρα (111)

S β

0 S t
HP S β

slip式中： 为初始孪生阻力， 为 Hall-Petch 效应对孪晶系的阻碍作用， 代表位错滑移与孪晶扩展之

间的相互作用，Cαβ 为位错滑移对孪生的硬化矩阵。位错滑移对孪晶扩展并不只有抑制作用 (Cαβ > 0)，
在一些特殊情况下，位错滑移能促进孪晶的形核与扩展[126–128](Cαβ < 0)。

6    动态破坏

高压、高应变速率冲击加载条件下的材料破坏过程与微观机理等问题，是动态变形与破坏领域的

另一个重要问题。层裂和绝热剪切断裂是两种典型的材料动态破坏方式[52]。

层裂是冲击波经样品自由表面反射产生的反向卸载稀疏波与来自加载面的正向卸载稀疏波相互
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作用 (迎面相遇)，产生拉应力，从而引起材料发生宏观脆性断裂的现象。层裂过程包括微孔洞形核、长

大并汇合形成断裂面，微孔洞所在区域存在应变局域化特征。

绝热剪切带是材料在高速动态变形过程中由于局部温升过高引起热软化，在微观上发生剪切变形

局域化的现象。由于变形时间极短，变形产热来不及扩散，剪切变形局域化几乎在绝热条件下进行。

绝热剪切带表现为细长的窄带，其演变包括萌生、扩展和断裂 3个阶段。

材料在动态破坏过程中的微观结构动态演化缺少直接的测量结果，动态晶体塑性有限元方法对动

态破坏力学响应和微观结构演化的预测及分析对于相关实验研究尤为重要。关于动态层裂破坏的模

拟，主要介绍两种将损伤引入晶体塑性模型的方法；关于绝热剪切带的模拟，分别从忽略损伤和直接引

入损伤两种思路对动态晶体塑性模拟方法进行具体介绍。

6.1    层　裂

层裂是材料动态破坏的一种特殊形式。受高速冲击加载时，材料内部两个卸载稀疏波相互作用，

一旦材料中局部应力达到材料的动态强度极限即发生断裂，如图 11[52] 所示。因此，层裂是结构动态响

应（波的交互作用）和材料动态响应（材料动态强度极限或破坏准则）共同作用的结果[51]。

采用动态晶体塑性有限元对冲击层裂现象的研究主要有两种方法：（1）在动态晶体塑性模型中引

入层裂破坏准则，通过显式地删除单元实现材料的损伤形核及其演化；（2）将材料视为有微孔洞的多孔

晶体材料，在动态晶体塑性模型中基于孔洞体积在变形过程中的演化引入材料的损伤演化。下面具体

介绍这两种动态冲击变形中层裂破坏的模拟方法。

6.1.1    考虑层裂破坏准则的晶体塑性模型

直接引入材料损伤是晶体塑性模拟动态层裂破坏的一个重要方法。依据损伤形核的难易程度，将

晶体材料划分为不易损伤的晶内材料和易出现损伤形核点的结构 (如晶界、第二相粒子处等)，对两者

分别建立不同的材料模型进行研究。对晶内材料建立动态晶体塑性有限元模型，模拟动态冲击压缩过

程中的晶内微观塑性变形行为；对晶体材料中易出现损伤形核点的结构，建立各向同性的宏观模型进

行动态变形模拟，并结合层裂破坏准则对损伤形核进行定量预测。一旦模型中某个单元满足层裂破坏

准则即成为损伤形核点，人为地将相应的单元抹去，即在模型中引入微孔洞。随着动态冲击变形的继

续发生，微孔洞将会长大、合并。
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图 11    冲击变形过程中波的传播及层裂现象 (a)、3个时刻的应力波形 (b)和 3个位置的应力历史 (c)[52]

Fig. 11    Wave propagation and spalling phenomenon (a), stress profiles at three different times (b),
as well as stress histories at three different positions (c) during shock deformation[52]
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材料失效模型通常有两类：内聚应力准则和损伤积累准则 [129]。内聚应力准则假定材料失效是瞬

态行为，当材料中的局部应力达到晶体的内聚应力即理论断裂强度时，材料立刻发生断裂。损伤积累

准则假定材料失效依赖于变形历史，断裂的发生不仅与应力大小相关，还与应力持续时间相关。现有

的动态层裂破坏晶体塑性有限元研究均简单地采用内聚应力准则，考虑到高应变速率变形中存在明显

的断裂滞后现象，后续研究有待将损伤积累准则引入动态晶体塑性模型中。下面介绍两种典型的内聚

应力准则：最大正拉应力准则和复合模式的最大应力准则。

最大正拉应力准则可表示为[130]
 

σ ⩾ σc (112)

当材料所受正拉应力 (σ)达到临界值 (σc)时，则发生层裂破坏。Zhang等[131]、Lloyd等[132] 分别以晶界和

第二相粒子作为损伤形核点，采用该准则判断裂纹形核，通过动态晶体塑性有限元模拟冲击变形卸载

过程中的层裂破坏现象。

复合模式的最大应力准则可表示为[23–24, 57–58]
 

s = s0+ s1 (ΔT ) , τ = τ0+τ1 (ΔT ) (113)

ΔT式中：s、τ分别为界面上的正应力和切应力，s0、τ0 分别为参考正应力和参考切应力， 为变形过程中

的温升，s1、τ1 分别为依赖于温升的临界正应力增量和临界切应力增量。当材料局部正应力或切应力

超过对温度线性依赖的内禀界面强度时，均会引起材料的局部裂纹形核，随后由正应力和切应力主导

的损伤演变略有不同。Clayton[23, 57–58]、Vogler 等 [24] 将晶界视为损伤易形核点，采用该准则判断裂纹形

核，模拟结果如图 12(a) 和图 12(b) 所示。样品右侧区域层裂开始形核，该区域材料承受着较大的拉伸

应力，即层裂区域附近具有较大的弹性能。动态层裂破坏表现为晶间断裂，并且飞片的冲击加载速度

越大，材料的层裂破坏越强烈，如图 12(c)和图 12(d)所示。

6.1.2    基于孔洞体积演化的晶体塑性模型

不同于在无缺陷材料中逐步引入材料损伤 (如 6.1.1 节)，将材料视为有微孔洞的多孔晶体材料，以

孔洞的体积变化表征材料微观损伤演变，是研究材料动态层裂破坏的另一个重要思路。

多孔晶体在动态弹塑性大变形过程中，不再满足塑性变形体积不变假设 (Ling等[133])，即 det(Fp) ≠ 1，
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图 12    铅合金动态晶体塑性有限元模拟结果：(a)层裂形核时的压力，(b)层裂形核时的弹性能密度，

(c)经 250 m/s冲击加载层裂面附近的等效应力；(d)经 350 m/s冲击加载层裂面附近的等效应力[24]

Fig. 12    Dynamic crystal plasticity finite element simulation results of lead alloy: (a) pressure of spalling nucleation;
(b) elastic energy density of spalling nucleation; (c) equivalent stress near the spalling surface under 250 m/s

shock loading; (d) equivalent stress near the spalling surface under 350 m/s shock loading[24]
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需要考虑孔洞引起的不可逆塑性体积变形。Nguyen 等 [134–135] 在多孔晶体变形运动学中将塑性变形分

为体积变形和等体积变形两部分，将变形梯度表示为 

F = FeFpFd (114)

φ

式中：Fe、Fp、Fd 分别为弹性变形梯度、塑性等体

积变形梯度和塑性体积变形梯度，如图 13[134] 所
示。通过显式考虑动态冲击变形过程中孔洞引起

的不可逆体积变化 det(Fd)，可以保证塑性等体积

变形依然满足 det(Fp) = 1。引入孔隙度 ( ) 状态变

量表示孔洞在块体材料中的体积比，用于描述孔

洞引起的不可逆体积变形梯度 

Fd =

3
√

1−φ0

1−φ I (115)

φ0 Vvoids
0 φ Vvoids

d

Vvoids
0 Vvoids

d

式中：  =  /V0、  =  /Vd 分别为参考构型

(B0) 和损伤构型 (Bd) 中的孔隙度， 、 分别

为参考构型和损伤构型中孔洞的体积，V0、Vd 分

别为参考构型和损伤构型中块体材料的体积。同

时，假设块体材料中的实心部分经历塑性变形时

Vvoids
0 Vvoids

d体积不变，即 V0 –   = Vd –  。初始孔隙度的下限为零，表示无孔洞的实心材料。

损伤对动态晶体塑性本构方程的影响主要包括 3 方面：孔隙度对弹性本构的影响、孔隙度对塑性

本构的影响以及多孔晶体中孔隙度本身的演变。首先，孔隙度对弹性本构的影响主要表现为弹性模量

对孔隙度的依赖[134–135]
 

S = Cd (C,φ) : Ee (116)

φ

式中：C、Cd 分别为无损伤和有损伤材料的弹性模量，Ee、S 分别为格林-拉格朗日应变和 PKⅡ应力。随

动态冲击变形过程中孔隙度 的增大，多孔晶体材料的弹性模量 Cd 不断减小。其次，孔隙度对塑性本

构的影响主要表现为塑性滑移速率对孔隙度及其变化率的依赖  
γ̇α = Γ̇α+

M
nslip

γ̇eqsgn(γ̇α)

γ̇eq =
2
3
|φ̇|

φ−φ2

(117)

Γ̇α Lp =
∑
α

Γ̇αsα0 ⊗mα
0

γ̇eq φ

φ φ̇ γ̇eq

γ̇eq Γ̇α

γ̇α

式中：与孔隙度无关的塑性滑移速率 由速度梯度的塑性分量确定 ( )；M 为泰勒因子；

nslip 为滑移系数目； 是与微观尺度晶格振动相关的各向同性等效塑性应变速率；孔隙度 是孔洞半径

(a) 和相邻孔洞中心距 (l) 之比的函数，  = (a/l)3； 为孔隙度随时间的变化率。式 (117) 实质上是以 作

为桥梁，建立各向同性的等效塑性应变速率 与孔隙度的关系，对与孔隙度无关的塑性滑移速率 进

行修正，从而建立滑移系 α 上塑性滑移速率 与孔隙度的关系。最后，基于孔洞径向动量守恒方程，得

到孔隙度随时间的演变方程 

1
3
ρl2

[
1− 3
√
φ

3
√
φ (1−φ)

φ̈− 1−12φ−11φ4/3

6φ4/3(1−φ)2 φ̇2

]
= (Σm−R) sgn(φ̇) (118)

式中：ρ为基体材料密度，l 为相邻孔洞之间的中心距，Σm 为平均宏观柯西应力，R 为材料的等体积变形

阻力。

上述方法能够有效地对多孔晶体中孔洞的长大进行模拟，Ling 等 [133] 通过比较多孔晶体塑性模拟

得到的横向应变和纵向应变的相对大小判定孔洞合并。他们发现：一方面某些取向的单晶材料在应力

三轴度很小且应变很高时仍无孔洞合并发生，这显然与实际不符；另一方面孔洞合并临界应变依赖于

F

Fd

Fp

Fe

Bt

B0

Bd
Bp

 

图 13    多孔晶体的变形梯度分解为弹性部分 (Fe)、不可逆

偏量部分 (Fp)和不可逆体积变形部分 (Fd)[134]

Fig. 13    Decompose deformation gradient of porous crystal
into elastic part (Fe) and irreversible volumetric part (Fp)

and irreversible volumetric part(Fd)[134]
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晶粒取向和应力三轴度，而临界孔隙度仅依赖于晶粒取向，如图 14[133] 所示。因此，在动态多孔晶体塑

性模拟中引入孔洞合并准则是有必要的，相比临界应变，采用仅依赖于晶粒取向的临界孔隙度作为判

据更为合适。

6.2    绝热剪切带

绝热剪切带是材料在动态高应变速率加载变

形过程中常发生的剪切变形局域化现象，最终会

导致材料动态断裂 [136–137]。Zener 和 Hollomon[138]

最早提出绝热剪切带的形成是热软化克服材料加

工硬化的结果，并将微观绝热剪切带的形成与材

料宏观热塑性软化 (即变形后期应力-应变曲线发

生下降) 联系在一起，见图 15[51] 中 Stage 3。绝热

剪切带的基本特征包括：微观上观察到的绝热剪

切带、宏观应力-应变曲线上发生热塑性失稳、高

速变形过程接近绝热过程 [51]。剪切局域化机理包

含两方面竞争因素：促进形成剪切局域化的正面

因素 (即热软化和几何软化) 和不利于剪切局域化

的负面因素 (即应变硬化和应变率硬化)[52]。
高速冲击变形过程中绝热剪切带的晶体塑性

模拟研究主要有两种方法：（1）忽略损伤，直接模

拟冲击变形过程中的塑性变形和温度演化，根据

模拟结果在后处理中观测和分析绝热剪切带现象；（2）引入材料微观损伤，模拟动态冲击变形过程中绝

热剪切带的形核及演化。下面分别对这两种方法进行具体介绍。

6.2.1    忽略损伤的晶体塑性模型

高速变形下绝热剪切的动态晶体塑性有限元研究可以追溯到 20 世纪 90 年代，采用忽略损伤的动

态晶体塑性有限元能够直接对高温、高压、高应变速率下绝热剪切带的形成及演变进行模拟。

Hines 等[139]、Lee 等[140] 基于单晶体弹塑性理论，忽略热效应，采用经典的应变率相关的唯象硬化本构方

程，粗略地模拟了动态加载下的剪切带现象。Bronkhorst 等 [141]、Tajalli 等 [59] 考虑塑性变形产热以及热

软化效应，基于高速变形中的绝热假设进行热力耦合计算，采用唯象的动态晶体塑性有限元模拟分析

绝热剪切局域化现象。考虑到动态变形温升显著并且对材料弹塑性本构具有重要影响 [142]，Bargmann
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图 14    晶粒取向和应力三轴度对孔洞合并的临界状态变量的影响[133]

Fig. 14    Influence of grain orientation and stress triaxiality on critical state variables for void coalescence[133]
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图 15    经典应力-应变曲线上塑性变形的 3个阶段 (Stage 1：
均匀变形；Stage 2：非均匀变形；Stage 3：宏观热塑性失稳)[51]

Fig. 15    Three stages of plastic deformation appeared on
classical stress-strain curve (Stage1: homogeneous
deformation; Stage2: inhomogeneous deformation;
Stage3: macroscopic thermoplastic instability)[51]
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等 [143] 进一步考虑热弹性耦合效应和热传导效应，对动态变形温升进行更加精确的计算。他们同时考

虑塑性产热、弹性产热以及热传导对温升的贡献，采用动态梯度晶体塑性有限元模拟 104～107 s−1 应变

速率范围的材料冲击变形行为。通过比较不同应变速率、相同变形程度的模拟结果，发现相比于高应

变速率 (107 s−1) 的动态变形，材料在相对较低应变速率 (5×105 s−1) 下的动态变形过程中热传导效果明

显，其温度梯度更为平缓，如图 16所示。

采用上述动态晶体塑性有限元模型已经能够模拟绝热剪切带的形成，根据模拟得到的应力-应变

曲线上热塑性失稳转折点的力学状态 (如应变、应变率、剪切模量或变形能等)，进一步给出热塑性失稳

等效判据，能够有效地对微观上可观察到的绝热剪切带形成的临界点进行预测和分析。当材料受到动

态高速载荷时，虽然应力在屈服点附近可能存在短暂下降，但是宏观应力-应变曲线整体上首先经历一

段上升，随后曲线发生持续性下降，如图 15所示。通常认为曲线上峰值转折点 (即 dσ/dε = 0或 dτ/dγ = 0)
处宏观上开始发生热塑性失稳，同时意味着微观上开始形成绝热剪切带。发生宏观热塑性失稳时，除

宏观应力之外，其他的变形或状态参量也会达到相应的临界值，相应地就有其他等效判据，共有 4 种：

临界应变判据[144–147]、临界应变率判据[148]、临界剪切模量判据[149–151]、临界变形能判据[152]。Zhang 等[147]

通过动态晶体塑性有限元模拟得到的等效塑性应变云图上出现了绝热剪切带，如图 17 所示。进一步

采用临界应变判据能够预测宏观热塑性失稳临界点，即微观绝热剪切带形成的临界状态。他们根据模

拟得到的宏观应力-应变曲线，对热塑性失稳转折点处的应变状态进行统计 (见图 18)，发现动态压缩过

程中形成绝热剪切带的临界应变约 4.5%，动态剪切过程中的临界应变约为 3.7%。

15
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γ̄图 16    不同累积滑移速率变形 =0.05时的温升云图[143]

γ̄ = 0.05Fig. 16    Distribution of temperature increase when   for different accumulated slip rates[143]
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Fig. 17    Adiabatic shear localization of hcp single crystal and polycrystalline samples under 105 s–1 strain rate[147]
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6.2.2    引入损伤的晶体塑性模型

从微观角度考虑损伤的形核和演变机制是研

究动态绝热剪切破坏的另一种重要方法。将损伤

作为材料状态变量引入动态晶体塑性模型时，需

要考虑 3 个方面：引入损伤的弹性本构、损伤驱动

力以及变形过程中损伤的演变。Boubaker 等 [153]

在超弹性本构方程中引入材料损伤，将弹性自由

能视为弹性应变、温度和损伤变量的函数，将塑

性自由能视为滑移速率和损伤变量的函数，将应

力对损伤的依赖归因于弹性模量随损伤变量的变

化，从而得到依赖于损伤的自由能和应力   ψ = ψe (Ee,T,D)+ψp (γ̇α,D)

S = ρ0
∂ψ

∂Ee
= C∗ (T,D) : (Ee−αΔT )

(119)

式中：ψ为比自由能，ψe、ψp 分别为比自由能的弹

γ̇α C∗ (T,D) αΔT

性和塑性分量，S、Ee 分别为 PKⅡ应力和弹性格林-拉格朗日应变张量，T 为瞬态温度，D 为损伤变量，

为滑移系 α 上的塑性滑移速率，ρ0 为初始材料密度， 为依赖于温度和损伤的弹性模量， 表

示热膨胀应变。这里与式 (116) 相比增加了热膨胀构型，因此在应力表达式中采用了纯弹性应变，详见

2.2.2节。其次，热力学损伤驱动力可以通过自由能对损伤的依赖性得到 

Y = −ρ0
∂ψ

∂D
= −Ee :

∂C∗

∂D
:
(

1
2

Ee−αΔT
)
+

1
1−D

1
2

∑
α

gαγ̇α (120)

式中：Y 为损伤驱动力，gα 为滑移系 α 上的滑移阻力。显然，损伤驱动力和损伤变量是功共轭的。最后，

损伤变量在动态变形过程中的演变可以通过损伤驱动力与损伤演化阻力比值的幂函数表示 

Ḋ =
(

Y
Yr

)m

∥Lp∥ (1−D) (121)

式中：Yr 为参考损伤演化阻力，Lp 为速度梯度张量的塑性分量。在初始未变形条件下，损伤驱动力和损

伤变量均为零；当材料受冲击载荷开始变形，则存在损伤驱动力，损伤变量不再为零，意味着材料发生

损伤形核；在随后的变形过程中，损伤变量按式 (121) 随时间而变化，表示材料中损伤的演变规律。通

过这样的方式，将连续介质损伤模型与晶体塑性模型进行耦合，能够有效地模拟动态绝热剪切破坏

现象。

7    总结与展望

动态晶体塑性有限元对于研究高温、高压、高应变速率加载条件下的材料动态冲击力学响应和微

观结构演化具有重要作用，但是如何对材料在动态冲击下微观变形的物理机制进行准确的描述仍然存

在许多的发展空间。

在理论模型方面，动态晶体塑性有限元能够有效地反映晶体塑性滑移的各向异性、对微观组织的

依赖性以及考虑动态冲击下各种影响变形的宏观因素与微观机制。与准静态晶体塑性模型相比，动态

晶体塑性模型考虑了材料在高压下的非线性弹性响应、显著温升引起的热弹性耦合效应以及高速运动

位错具有的声子拖曳效应等。但是目前对于冲击下位错高速滑移过程中位错之间的相互作用与位错

形核、增殖的演化规律缺乏足够的认识，在未来的研究中可基于多尺度模拟框架，从分子动力学与位错

动力学出发，探究位错在高速滑移的滑移特征和演化规律。

在应用研究方面，动态晶体塑性有限元能够应用于位错滑移、相变、孪晶和动态损伤破坏等变形
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图 18    动态冲击载荷下 6种织构材料中形成绝热

剪切带的临界应变 (Vpeak = 20 m/s)[147]

Vpeak = 20 m/s

Fig. 18    Critical strain of adiabatic shear band nucleated
in 6 different texture materials under dynamic

shock loading ( ) [147]
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与破坏机制研究中。现有的动态晶体塑性模型通过引入局部相变体积分数或孪晶体积分数及其演化

规律，研究相变与孪晶对材料变形的影响，但这种方法只能均匀化地将相变与孪晶的影响简化为对材

料点应力的影响，无法反映真实的相变过程与孪晶演化过程。在未来研究中可考虑将动态晶体塑性模

型与相场模型相结合描述动态冲击下的相变和孪生过程。除了将动态晶体塑性模型应用于动态损伤

破坏的定性研究，还可分别结合宏观破坏准则和微观损伤形核及演化准则，对动态冲击变形过程中的

层裂和绝热剪切带进行定量预测和分析。从微观损伤演化的角度，对动态层裂和绝热剪切破坏的动态

晶体塑性研究尚处于发展阶段，目前的损伤主要以引入损伤系数进行唯象的模拟为主，后续研究中需

要更多地考虑基于物理的晶体动态损伤机制。
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附录 A　符号说明

本文所涉及的物理量很多，为便于阅读，将部分量的符号予以特别说明，见表  A1、表  A2、表  A3、
表 A4 和表 A5。

表 A1    运动学符号说明

Table A1    Symbol description of kinematics

Symbols Description

F(Fe, Fp, F θ ) Deformation gradient including elastic, plastic and thermal components

L(Le, Lp, Lθ ) Velocity gradient including elastic, plastic and thermal components

Re Rotation tensor

Ue Right stretch tensor
α Thermal expansion coefficient tensor

表 A2    热力学符号说明

Table A2    Symbol description of thermodynamics

Symbols Description Symbols Description

Dint Intrinsic dissipation of the system K0 Bulk modulus at zero pressure

ψ Helmholtz free energy K′ Pressure derivative of bulk modulus

s Entropy of the system TD Debye temperature

T Temperature R Molar gas constant

KT Isothermal bulk modulus Mmol Molar mass of the material

cV Heat capacity at constant volume kB Boltzmann constant

Γ Grüneisen coefficient XTN Variables related to the lattice thermal vibration

qn
Internal variables for microscopic defects such
as dislocations in materials

XTE Variables related to the electron activation

表 A3    塑性本构符号说明

Table A3    Symbol description of plastic constitution

Symbols Description Symbols Description

λ α Mean spacing between obstacles ραfor Forest dislocation density

τα Resolved shear stress tαr
The drag-dominated mean transit time between
obstacles

Qα Activation energy B Viscous drag coefficient

gα Slip resistance ρ̇αnuc The nucleation rate
gαath Athermal slip resistance ρ̇αhom The homogeneous nucleation rate

hαβ Hardening coefficient ρ̇αhet The heterogeneous nucleation rate

ρα Total dislocation density ρ̇αmult The multiplication rate

ραm Mobile dislocation density ρ̇αtrap The trapping rate

ραi Immobile dislocation density ρ̇αann The annihilation rate

bα Burgers vector da Capture distance of annihilation

vα Velocity of mobile dislocations tαw
The thermal activation-dominated waiting time at
a barrier

γ̇α Slip rate on slip system α
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Crystal Plasticity Finite Element Theoretical Models and Applications for High
Temperature, High Pressure and High Strain-Rate Dynamic Process

LIU Jingnan, YE Changqing, LIU Guisen, SHEN Yao

（School of Material Science and Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China）

Abstract:   For  shock  deformation  behavior  of  materials  under  high  temperature,  high  pressure  and  high
strain-rate loading conditions, dynamic crystal plasticity models can directly reflect the anisotropy of plastic
slip  and  its  dependence  of  temperature,  pressure  and  microstructure  in  crystals.  In  consequence,  dynamic
crystal plasticity models are widely used in simulations of material impact dynamic response, microstructure
evolution and dynamic damage. Theoretical models of dynamic crystal plasticity under high pressure shock
loading  conditions  were  reviewed  in  this  paper,  mainly  including:  deformation  kinetics,  hyperelastic
constitutive  models  incorporating  equations  of  state,  and  crystal  plasticity  constitutive  models.  This  paper
also  covers  plastic  deformation  mechanisms,  including  dislocation  slip,  phase  transition  and  twinning;  as
well as dynamic damage, including spalling and adiabatic shear band.
Keywords:  dynamic crystal plasticity finite element method；dynamic response；microstructural evolution

表 A4    超弹性本构符号说明

Table A4    Symbol description of hyper-elastic constitution

Symbols Description Symbols Description

I Second-order unit tensor Êe Isochoric strain in expanded configuration

Ee Elastic Green–Lagrange strain
̂̂Ee Isochoric strain in configuration I

Ce Elastic right Cauchy-Green tensor Ee Volumetric strain in configuration I

F̂e Isochoric part of elastic deformation S Second Piola–Kirchhoff stress

Fe Volumetric expansion

表 A5    相变、孪晶与动态破坏符号说明

Table A5    Symbol description of phase transformation, twining and damage

Symbols Description Symbols Description

Ftr Deformation gradient of phase transformation S βtw Twin resistance of twin system

vp Volume fraction of the parent phase ρdeb Dislocationdebris density

vt Volume fraction of the new phase t dmfp
Dislocation mean free path related to the volume
fraction of twin

vN Volume fraction of all new phases φ Void volume fraction

ft Driving force of phase transformation Fd Volumetricpartofplastic deformation gradient in
porous crystal plastic model

f β Volume fraction of twin Yr Resistance of damage evolution

γtw Characteristic shear strain of twining
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基于八面体理论的岩石循环加-卸载本构模型及修正

罗吉安1，刘丰茂2，刘之喜2，马雷鸣2，陈烨开2，李欣慰2

（1. 安徽理工大学力学与光电物理学院，安徽 淮南　232001；

2. 安徽理工大学土木建筑学院，安徽 淮南　232001）

摘要：探究岩石的受力特点及破坏特性是研究岩石地下工程安全性的关键，诸多学者都期

望能在岩石本构模型的研究上取得突破性进展。在此背景下，提出了一种能够描述循环加-卸载

条件下岩石的本构模型。首先，假设岩石的微元强度服从八面体剪应力理论并且微元破坏服从

Weibull 概率公式，将岩石本构中的损伤变量以及岩石微元强度表达式里包含的损伤因子进行

本构变换，得到关于应力、应变等其他表现加-卸载下岩石损伤本构模型的参数，表示出岩石微元

强度和损伤变量，再将得到的岩石微元强度和损伤变量代入所提出的岩石本构模型中，并进行

等式变换得到一个函数表达式。通过将其与实验数据进行拟合对比分析，得出修正后的拟合参

数，将其代入函数式中，得到损伤本构模型的修正式。最后将拟合参数进行必要的敏感性分析，

得出各拟合参数的实际物理意义。

关键词：循环加-卸载；本构模型；八面体剪应力理论；岩石

中图分类号：O347.3; TU457                      文献标识码：A

岩石地下工程与人们的生命安全息息相关，如隧道、地下井巷等，主要原因是当岩石开挖后，周围

岩石失去原有的平衡状态，内部的应力场也会发生变化。另外，岩石地下工程难免受到周期加-卸载作

用，如地面交通周期荷载、地震等。众多学者对周期荷载作用下的岩石性质展开了研究，但却较少涉及

循环加-卸载作用下岩石的本构模型。因此，将循环加-卸载作用引入岩石本构模型的研究中，为岩石损

伤本构模型研究提供新的思路。

岩石本构模型研究一直是岩石力学研究的重中之重，虽然现有的岩石本构模型比较多，但是往往

存在许多问题，难以反映实际情况。因此，基于徐志英[1]、刘佑荣[2] 等的岩石、岩体破坏理论，研究人员

从不同方向对岩石损伤本构模型进行了探讨。曹文贵等[3–5] 将岩石损伤本构理论与统计学理论有机地

结合起来，利用岩石微元强度服从 Weibull 随机分布的特点，建立了岩石破裂全过程的损伤本构模型。

在此基础上，袁小平等[6] 将 Drucker-Prager 准则很好地运用到岩石弹塑性损伤本构模型的研究中，建立

了 Drucker-Prager 准则下的岩石损伤本构模型。李西蒙等 [7] 分析了分级循环加-卸载应力-应变曲线特

征和分级循环加-卸载下岩石疲劳损伤演化过程，建立了循环加-卸载条件下轴向应变与循环数目之间

的理论模型。王者超等 [8] 通过花岗岩三轴循环试验，系统地研究了花岗岩疲劳力学特性，并提出了其

疲劳力学模型。此外，何明明等 [9] 研究了循环加载过程变形  3 阶段的变形特性、循环软化与循环硬

化、能耗特征，并且建立了耗散能随循环次数变化的演化方程。张平阳等 [10–11] 通过预测压气储能洞室
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的长期稳定性，提出了一种能够描述岩石循环加-卸载的本构关系，使岩石损伤本构模型研究取得了重

大进展。

基于以上研究背景，本工作将基于 Weibull 随机分布特点的岩石损伤本构模型进行拓展，引入八面

体剪应力理论，并假设岩石微元强度服从八面体剪应力理论并且微元破坏服从 Weibull 概率公式，通过

加-卸载循环试验，描述每个循环内岩石强度及加-卸载模量的变化，进而提出循环加-卸载岩石损伤本

构模型；进一步通过岩石损伤本构公式变换，得到关于应力、应变、泊松比、弹性模量以及其他能够表

现加-卸载下岩石损伤本构模型的实验参数，将所采用的八面体剪应力理论以及各实验参数代入本构

模型中，从而得到岩石的本构数学模型，并对单轴循环加-卸载作用下的岩石材料试验进行数据拟合，

进一步分析所提出的岩石损伤本构模型以及各试验参数的物理意义。

1    岩石本构模型

1.1    本构模型的建立

根据岩石在变形前后应变等价的原则，即利用 J. Lemaitre应变等价假说，建立岩石损伤本构关系 

σ∗ = σ/ (1−D) = Eεe/ (1−D) (1)

εe式中：σ*为有效应力矩阵，σ为名义应力矩阵，E 为岩石材料弹性矩阵， 为岩石弹性应变矩阵，D 为岩

石损伤变量。对于以上建立的岩石损伤本构模型，损伤变量的确定是其关键，但是由于损伤变量的影

响因素极为复杂，并且无法直接从试验中准确地获得，所以本研究结合岩石的破坏模型与判断依据，引

入岩石微元强度和岩石破坏服从 Weibull 概率公式的特点，提出了基于八面体剪应力理论表示岩石损

伤变量的方法。基于徐卫亚等[12] 采用的方法，即假定岩石的破坏准则通式为 

f (σ∗)− k0 = 0 (2)

P
[
f (σ∗)

]
= P [k0]

式中：k0 是表示与材料黏聚力和内摩擦角有关的常数。式（2）虽然能够非常直观地表现出岩石微元强

度的破坏情况，但却不能清楚地表现宏观状态下岩石破坏的程度，因此如何用岩石的微元强度表示宏

观岩石强度将成为解决问题的关键。岩石内部由无数微元组成，两者是整体与个体的关系，故可引入

概率统计学说，设岩石微元破坏的概率为 ，依据概率统计理论，损伤变量的破坏概率为 

D =
w k0

0
P (x)dx (3)

1.2    岩石微元强度确定

岩石微元强度实际上决定了宏观条件下岩石破坏的危险程度，因此，选择何种强度准则或者理论

来近似定义岩石微元强度将是岩石损伤本构模型建立的关键。目前，用 Drucker-Prager 破坏准则、

Coulomb-Mohr 准则、莫尔库伦强度准则等定义岩石的微元强度，都取得了不错的研究进展。然而，有

些岩石在两向或三向受力情况下，破坏之前的变形较大，没有明显的破坏荷载，表现出显著的塑性变

形、流动或挤出，这种破坏即为塑性破坏。对于这类岩石，八面体剪应力理论认为，当八面体剪应力达

到材料危险状态时的八面体剪应力值时，材料将处于危险状态，该理论更适用于复杂状态下的塑性材

料，故八面体剪应力理论适用于定义某些复杂状态下岩石的微元强度。任何应力状态下的八面体剪应

力理论可表示为 

τoct =
1
3

√
(σ1−σ2)2+ (σ2−σ3)2+ (σ3−σ1)2 (4)

式中：σ1、σ2、σ3 分别为 3个主应力。故基于八面体剪应力理论下岩石的微元强度为 

F =
1
3

√(
σ∗1−σ∗2

)2
+

(
σ∗2−σ∗3

)2
+

(
σ∗3−σ∗1

)2 (5)

σ∗1 σ∗2 σ∗3式中： 、 、 为损伤变量修正后的有效主应力。
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1.3    三轴作用下岩石本构关系的建立

假设岩石为各向同性体，并且其破坏时岩石的微元强度服从 Weibull 概率分布，则岩石的概率密度

分布函数为 

P (F) = (m/F0)(F/F0)m−1 exp[−(F/F0)m] (6)

式中：F 为微元破坏Weibull分布的分布变量，m 和 F0 为Weibull的分布参数。基于统计学理论，将式（6）
代入式（3），变换整理后可得损伤变量为 

D =
w F

0
P (x)dx = 1− exp[−(F/F0)m] (7)

上述岩石损伤变量求解的关键在于岩石微元强度的确定，本研究将八面体剪应力理论近似表示岩石的

微元强度，故将式（5）代入式（7）得出岩石损伤变量的最终表达式 

D =
w F

0
P (x)dx = 1− exp

[
−
(

1
3

√
(σ∗1−σ∗2)2+ (σ∗2−σ∗3)2+ (σ∗3−σ∗1)2

/
F0

)m]
(8)

损伤力学中 J. Lemaitre应变等价假说以及材料力学中广义胡克定律可表示为 

σ∗ = σ/ (1−D) (9)
 

ε =
1
E

[
σ∗1−µ

(
σ∗2+σ

∗
3

)]
(10)

式中：E 为弹性模量，µ为泊松比。联立式（8）、式（9）、式（10），可得岩石在三轴作用下的损伤关系 

σ1 =
[
Eε1+µ

(
σ∗2+σ

∗
3

)]
exp

[
−
(

1
3

√
(σ∗1−σ∗2)2+ (σ∗2−σ∗3)2+ (σ∗3−σ∗1)2

/
F0

)m]
(11)

所以，岩石在三轴作用下的损伤本构模型可表示为 

σ1 = Eε1 (1−D)+µ (σ2+σ3) (12)

或 

σ1 = Eε1 exp
[
−
(

1
3

√
(σ∗1−σ∗2)2+ (σ∗2−σ∗3)2+ (σ∗3−σ∗1)2

/
F0

)m]
+µ (σ2+σ3) (13)

1.4    单轴作用下岩石本构关系的建立

当岩石材料处于单轴状态下时，仅受到单方向的力，故将三轴作用下岩石本构关系进行公式变换，

即可得到单轴作用下岩石本构模型 

σ = Eε exp
[
−(
√

2(1−µ) Eε/3F0)
m]

(14)

2    试验过程及数据分析

基于章清叙等 [13] 周期荷载作用下红砂岩变形特性的试验方法，本研究通过对砂岩的循环加-卸载

试验（见图 1）来验证提出的岩石本构关系。选取直径为 50 mm、高为 100 mm 的标准岩石试件（见

图 2），并且要求砂岩试件两端不平行度误差不大于 0.05 mm。对每个试件都进行 6 个等级的加-卸载，

加载卸载过程不间断，每次加载的峰值大约为 30、40、50、60、70、80 MPa，当加载到第 6 等级时，岩石

自动急剧卸载，岩石破坏。砂岩的循环加-卸载应力-应变曲线如图 3 所示。

从实验数据中可以看出，岩石在循环加-卸载试验过程中存在残余变形，并且第一次卸载时最大，

达到 0.12，这是由于自然界岩石材料中存在诸多缝隙、空隙等，在加载过程中，这些空隙不断被压密，形

成了无法逆转的塑性变形，这也符合葛修润等[14–15] 提出的岩石疲劳破坏和不可逆变形问题的结论。经

过多次反复加载与卸载，且每次施加的峰值荷载都比前一次施加的峰值荷载大，塑性滞回环的面积也
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将有所扩充，岩石的弹性模量也有所增加，因此，

结合岩石力学中砂岩弹性模量的经验取值，可将

砂岩的弹性模量取值为 12 GPa。另外，由应力-应
变曲线也可以看出，经过最后一个等级加载后，岩

石急剧卸载，这是由于岩石在承受大约 82 MPa 后

发生破坏，破坏后岩石无法再承受应力，所以，应

力将急剧下降，直至为零。

3    参数拟合及本构修正

3.1    拟合公式的变换

目前，对于 Weibull 分布下的岩石损伤本构模

型数据拟合过程，大部分采取在本构模型的基础上引进经验公式，进而推导出关于 m 和 F0 的函数表达

式。此种方法虽然可以拟合出 m 和 F0，但形式过于复杂。本研究通过系列等式变换，将所提出的本构

模型变换为较简单的关于 m 和 F0 的数学表达式，再进行拟合，即可得到所需要的参数。首先，将

式（14）进行变换，可得 

σ/Eε = exp
[
−(
√

2(1−µ) Eε/3F0)
m]

(15)

再进一步变换，得 

ln (σ/Eε) = −[
√

2(1−µ) Eε/3F0]m (16)

故 

F0[− ln (σ/Eε)]
1
m =
√

2(1−µ) Eε/3 (17)

A = − ln (σ/Eε) B =
√

2(1−µ) Eε/3 ≈ 0.47Eε−0.47Eεµ n =
1
m

令 ， ， ，可得出本构变换方程为
 

B = F0An (18)

3.2    拟合数据的处理及分析

本研究采用单轴循环加-卸载试验对所提出的岩石本构关系进行验证。首先，对所选试件进行分

等级加-卸载试验，并根据实验数据对所有循环下的实验曲线进行拟合，然后选取试验曲线拟合程度较

好的典型试验结果曲线（见图 4、图 5），再进行整理分析。

对实验数据进行拟合处理后，便可分别得到加载阶段曲线和卸载阶段曲线，由加-卸载曲线可知：

实验数据拟合曲线的拟合校正系数均在 0.98 以上（第 1 等级加载除外），说明拟合效果非常好。另外，

 

图 1    循环加-卸载试验机

Fig. 1    Cyclic loading and unloading test machine

 

图 2    标准岩石试件

Fig. 2    Standard rock specimens
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图 3    试验应力-应变曲线

Fig. 3    Stress-strain curve of the tests
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第 1 等级加载的拟合校正系数只有 0.93，拟合程度较低。这是由于第 1 次加载时，加载峰值应力只有

30 MPa，并且岩石在自然状态下，内部有许多空隙和缝隙，当初次加载时，大多数情况只是将岩石内部

的空隙和缝隙压密，损伤积累得也不明显，因此并不十分符合所提出的岩石本构模型。
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图 4    加载阶段 B-A 曲线拟合

Fig. 4    B-A fitting curve during loading stage
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图 5    卸载阶段 B-A 曲线拟合

Fig. 5    B-A fitting curve during unloading stage
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随着加-卸载等级的提高，拟合程度愈加完美，尤其在加载过程中表现得十分明显，岩石在不同等

级加载下，开始时所承受的应力较小，随着等级增加，应力逐渐地增加，岩石内部损伤不断积累，故损伤

本构模型的拟合效果趋于良好。另外，通过表 1 可以观察到，卸载过程时拟合效果提高得并不非常明

显，但总体拟合效果良好。

根据表 1 中各加-卸载等级的参数可知，参数 m 与加-卸载等级的大小呈反比，而参数 F0 与加-卸载

等级的大小呈正比，也就是说随着加-卸载等级的提高，参数 m 减小，参数 F0 增大。在循环加-卸载过程

中，岩石所受到的峰值应力逐渐增加，岩石强度逐渐增大，可认为岩石的强度随 F0 的增大而增大，故

F0 反映出岩石的宏观平均强度。另外，在不断的循环荷载作用下，岩石的微元强度有所减小，因此，

m 有可能与岩石微元强度有关，反映了岩石微元强度分布的集中程度，m 越小，岩石塑性程度将越高，

对于两个参数的性质及物理意义则需要更加具体的分析。

3.3    损伤本构模型的修正

通过以上对参数 m、F0 的分析可以看出，参数 m、F0 的变化规律受所施加应力的影响，如果能够分

析参数 m、F0 与所施加应力的关系并进行拟合，就能比较有效地对岩石损伤模型进行修正。如图 6、
图 7 所示，将参数 m、F0 分别作为纵坐标，岩石所受到的应力为横坐标，取每次循环加载的峰值应力

30、40、50、60、70、80 MPa 为横坐标参考点，可得到 F0-σ1 与 m-σ1 散点分布图，采用双曲线进行拟合，

表 1    加-卸载等级参数

Table 1    Parameters of each loading and unloading level

Loading and unloading grade m F0 R2

Grade 1, loading –0.483 01 29.691 94 0.932 97

Grade 2, loading –0.737 97 30.952 10 0.983 45

Grade 3, loading –0.840 34 32.264 57 0.984 80

Grade 4, loading –0.890 04 33.767 98 0.988 36

Grade 5, loading –0.920 34 36.484 55 0.991 11

Grade 6,loading –0.938 51 40.468 44 0.993 62

Grade 1, unloading –1.001 48 32.181 62 0.972 66

Grade 2, unloading –1.135 50 34.403 39 0.975 51

Grade 3, unloading –1.183 00 36.806 63 0.973 74

Grade 4, unloading –1.252 52 39.700 14 0.976 53

Grade 5, unloading –1.297 34 43.966 39 0.978 54
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图 6    Weibull分布参数 F0 与正应力 σ1 的关系

Fig. 6    Relation between Weibull distribution parameter F0

and the normal stress σ1
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图 7    Weibull分布参数 m 与正应力 σ1 的关系

Fig. 7    Relation between Weibull distribution parameter m
and the normal stress σ1
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可得到 

F0 = 0.684 35 exp(σ1/27.491 45)+17.846 35 (19)
 

m = 4.660 29 exp(−σ1/12.917 26)−0.941 63 (20)

式（19）和式（20）的拟合系数分别高达 0.997 02 和 0.998 23，也就是说在不同应力情况下参数 m、

F0 的变化规律较符合拟合公式。将式（19）、式（20）代入式（14），即可得到修正后的损伤本构模型。

4    敏感性分析

通过对加-卸载过程中实验数据的拟合发现，

本构模型中的参数 m、F0 具有一定的变化规律，

并且这些变化与刘树新等 [16] 提出的 Weibull 参数

变化规律相似。因此，本研究进行了本构损伤模

型参数的敏感性分析，进一步确定参数的具体物理

意义。

以拟合效果较好的第 6 次循环加载阶段为

例，首先将 m 固定为拟合值–0.938 517 71，分别对

F0 取 20、25、30、35、40、45，将其参数分别代入损

伤本构模型，即可得到 F0 取值不同情况下的应力-应
变曲线，如图 8所示。

从图 8 可以看出，随着 F0 的增大，应力-应变

曲线趋于平缓，岩石的峰值强度也逐渐减小，进一步表明参数 F0 与岩石的宏观平均强度有关。另外，

从表 1 可以观察出，随着加-卸载等级的增加，参数 F0 逐渐增加，岩石的平均宏观强度逐渐降低。这是

由于在不断加-卸载过程中，岩石的内部损伤逐渐积累，使得岩石宏观强度随之降低，即对试样第 1次加

载达到某个值后卸载，且试样不破坏，对所得数据进行分析整理后，对试样第 2 次加载达到某个值后卸

载，且试样不破坏，再对所得数据进行分析整理后，对试样进行第 3 次加载达到某个值后卸载，且试样

不破坏，依次类推，当进行第 6 次加载时试件破坏。进行多组试验，取典型曲线进行敏感性分析，最终

得出参数 F0 可能与岩石的平均宏观强度有关，与参数 F0 的敏感性情况一致。

同样以拟合效果较好的第 6 次循环加载阶段

为例，将参数 F0 固定为拟合值 40.468 44，分别对

m 取 0、–0.5、–1.0、–1.5、–2.0、–2.5。将其参数

分别代入损伤本构模型，即可得到 m 不同情况下

的应力-应变曲线，如图 9所示。

从图 9 可以发现：当理论应力值小于 32 MPa
时，随着参数 m 的减小，理论应力值逐渐减小；反

之，当理论应力值大于 32 MPa 时，随着参数 m 的

减小，理论应力值逐渐增大。除此之外，随着参

数 m 的减小，理论应力值的增长速率是逐渐增加

的，其中参数 m 与岩石微元强度分布的集中程度

有关，即 m 越小，岩石微元强度分布的集中程度越

高，理论应力值的增长速率越高，故岩石脆性增加。岩石在初始加载时内部变形一般较小，但随着循环

加-卸载等级的增加，岩石内部产生损伤逐渐积累，其变形量将急剧增加，m 逐渐减小，岩石微元强度分

布的集中程度也越高，岩石逐渐向脆性发展。
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图 8    参数 F0 的敏感性分析情况

Fig. 8    Sensitivity analysis of parameter F0
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图 9    参数 m 敏感性分析情况

Fig. 9    Sensitivity analysis of parameter m
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5    结　论

（1）从岩石损伤的理念出发，假设岩石的微元强度服从八面体剪应力理论并且微元破坏服从

Weibull 概率公式，建立了基于八面体剪应力理论的循环加-卸载下岩石的损伤本构模型，该模型具有灵

活性好、参数少、便于拟合等优点。

（2）在数据处理拟合过程中，采取先将本构损伤模型进行等式变换后再进行拟合的方法，将复杂的

损伤本构拟合过程转变为较为简单的幂函数拟合，省去了非线性拟合数值选取的复杂过程，为损伤本

构模型的拟合提供了一种新的参考方法。

（3）将数据拟合后得到的参数进行整理分析，并对所得到的参数值进行重新拟合分析，最终得到修

正后的损伤本构模型，修正后的本构关系将更好地描述循环加-卸载曲线，比之前更具有实际意义。

（4）在循环加-卸载情况下，参数 F0 与岩石的宏观平均强度有关，参数 m 与岩石微元强度分布的集

中程度有关。随着加-卸载等级的提高，参数 m 减小，岩石微元强度分布的集中程度提高，岩石逐渐向

脆性发展，而参数 F0 增大，岩石的平均宏观强度则逐渐降低。
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Study and Correction of Cyclic Loading-Unloading Constitutive Model
of Rock Based on Octahedral Theory

LUO Ji’an1, LIU Fengmao2, LIU Zhixi2, MA Leiming2, CHEN Yekai2, LI Xinwei2

（1. School of Mechanics and Optoelectronics Physics, Anhui University

of Science and Technology, Huainan 232001, Anhui, China;

2. School of Civil Engineering and Architecture, Anhui University

of Science and Technology, Huainan 232001, Anhui, China）

Abstract:   Exploring  the  stress  and  failure  characteristics  of  rock  is  the  key  to  study  the  safety  of  rock
underground engineering, thus many scholars expect to make breakthrough in the study of rock constitutive
model.  In  this  paper,  a  constitutive  model  is  proposed  to  describe  the  rock  under  cyclic  loading  and
unloading. Firstly, it is assumed that the micro-unit strength of rock obeys Octahedral shear stress theory and
the  micro-unit  failure  of  rock  obeys  Weibull  probability  formula,  and  the  damage  variables  in  rock
constitution and the damage factors contained in micro-unit strength of rock expression are transformed into
the  constitutive  equation.  Then  the  parameters  such  as  stress,  strain  and  others  representing  the  damage
constitutive model of rock under loading and unloading can be obtained and are used to express the micro-
unit  strength  and  damage  variables.  Substituting  the  micro-unit  strength  and  damage  variables  into  the
proposed  rock  constitutive  model,  a  function  expression  can  be  carried  out  by  an  equation  transformation.
Through the  comparison and analysis  of  the  fitting  data  with  the  experimental  results,  the  modified  fitting
parameters  are  acquired,  and  can  be  substituted  into  the  function  to  revise  the  damage  constitutive  model.
Finally,  the  necessary  sensitivity  analysis  of  the  fitting  parameters  is  implemented  to  obtain  the  practical
physical significance of each fitting parameter.
Keywords:  cyclic loading and unloading；constitutive model；octahedral shear stress theory；rock
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金属材料试件在压缩、扭转、拉伸断裂
过程中的应力状态变化及表征

伍星星，刘建湖，孟利平，王海坤，汪    俊
（中国船舶科学研究中心， 江苏 无锡　214082）

摘要：为更好地拟合断裂准则（ JC、BW、MMC）参数，借助数值模拟手段，对 Q345B 和

921A 钢的压缩、扭转、拉伸试件的断裂过程进行了模拟，以应力三轴度、Lode 参数作为衡量应力

状态变化的重要指标，分析了两种金属材料断裂过程中试件典型位置的变化过程及断裂时刻试

件的径向分布趋势，对比分析了 Q345B 和 921A 钢的不同类型试件在不同应力三轴度、不同

Lode 参数表征下的结果。计算结果表明：（1）除扭转试件外，压缩、拉伸试件在断裂过程中的

应力状态不断发生变化，试件断裂时刻端口剖面的应力状态分布也不一致；（2）试件断裂过程

是一个应力状态不断变化的过程，采用平均应力三轴度、平均 Lode 参数进行描述更加妥当；

（3）对于同一尺寸的拉伸试件，不同金属材料断裂过程中的平均应力三轴度不尽相同。研究

成果可为后续断裂准则（JC、BW、MMC）参数的拟合及材料断裂力学性能试验的开展提供指导。

关键词：断裂试验；应力三轴度；Lode 参数；应力状态

中图分类号：O346.12                      文献标识码：A

结构在冲击载荷作用下的断裂损伤与材料的应力状态存在重要关系，应力三轴度和 Lode 参数是

应力状态的两种重要表征方式，常见的 JC、BW 断裂准则 [1– 2] 引入了应力三轴度对失效应变的影响，

MMC 断裂准则 [3] 兼顾了应力三轴度和 Lode 参数的影响。Borvik 等 [4] 借助 JC 断裂准则对圆柱形平头

弹体的穿甲过程进行了仿真分析；Gupta 等 [5] 借助 JC 模型研究了弹体头部不同形状对穿甲性能的影

响，探讨了不同头部形状对靶板的毁伤破坏模式；肖新科等 [6] 采用包含 Lode 参数影响的 MMC 断裂准

则以及仅考虑应力三轴度影响的 BW 断裂准则，对平头钢弹体撞击下 6061-T6 铝合金薄靶的断裂行为

和弹道极限进行了数值模拟研究，结果表明，两种断裂准则预测的弹体剩余速度与试验结果均具有较

好的一致性，两者预测的弹道极限相近。但在预测 2024-T351铝合金 Taylor杆的断裂试验中，肖新科等[7]

指出，相较于 JC、BW准则，MMC断裂准则能更好地预测弹体的裂纹形式。

开展材料断裂试验是获取 JC、BW、MMC断裂准则参数的基础，Borvik等[8]、Bao等[9]、Gilioli等[10]、

Teng 等 [11] 通过开展系列扭转、压缩和拉伸试验，拟合得出了 Weldox460E、6061-T6、2024-T351 等材料

的断裂准则参数。李营[12] 通过开展系列 Q235 钢断裂力学性能试验，拟合得到了 JC 失效参数。由于压

缩、扭转和拉伸试件在断裂过程中的应力状态不断发生变化，若采用的应力状态评价标准不统一，可导

致拟合得到的断裂准则参数存在较大差别，因此有必要系统地了解压缩、扭转和拉伸试件在受载过程

中的应力状态变化过程及合适的表征方式，从而为后续恰当准确地拟合断裂准则（JC、BW、MMC）提
供可靠依据。
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1    应力状态表征

σm σeq

应力状态的表征通常可以通过应力三轴度和 Lode 参数来表示，其中应力三轴度定义为静水压力

与Mises等效应力 之比，表达式为 

η =
σm

σeq
=

(σ1+σ2+σ3)/3
√

2
[
(σ1−σ2)2+ (σ2−σ3)2+ (σ1−σ3)2

]/
2

(1)

η σ1 σ2 σ3 σ1 σ2 σ3式中：  为应力三轴度； 、 、 为主应力，且假设  >   >  。

Lode参数表示为应力状态的中间主应力与其他两个主应力的相对比值，表达式为 

µσ =
2σ2−σ1−σ3

σ1−σ3
(2)

2    断裂力学性能试验

为系统地研究试件在断裂过程中的应力状态变化，分别对 Q345B 钢（代表低碳钢）及 921A 钢（代

表高强钢）进行断裂试验，试件类型包括光滑圆棒试件、缺口圆棒拉伸试件、扭转试件、压缩试件等。

两种钢材的试件设计尺寸完全一致。

2.1    光滑圆棒和缺口圆棒的拉伸试验

光滑圆棒和缺口圆棒试件尺寸分别如图 1、图 2 所示，缺口圆棒试件的缺口半径分别为 2、6、8 和

18 mm，参照 GB/T 228—2002《金属材料室温拉伸试验方法》制作。拉伸试验利用国防科学技术大学力学

实验室的WDW-100DIII微机控制电子万能试验机开展，在试件标距段安装引伸计，引伸计标距为 50 mm，

量程为 25 mm，重复进行 5次试验以保证试验数据的有效性。

2.2    扭转试验

扭转试验在国防科学技术大学力学实验室的 NDW-500Ⅲ微机控制电子万能试验机上进行，采用

扭转试验专用夹具，试验机的两夹头之一可以沿轴向自由移动，对试件无附加轴向力，两夹头保持同

轴。扭转试件的尺寸如图 3 所示，试件制作标准参照拉伸试验，重复进行 5 次试验以保证试验数据的

有效性。
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图 1    光滑圆棒拉伸试件尺寸（单位：mm）

Fig. 1    Dimensions of round smooth tension specimen (Unit: mm)
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图 2    缺口圆棒拉伸试件尺寸（单位：mm）

Fig. 2    Dimensions of notched round tension specimen (Unit: mm)
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2.3    压缩试验

压缩试验在国防科学技术大学力学实验室

的 WDW-100DⅢ微机控制电子万能试验机上进

行。试件制作标准参照拉伸试验，压缩试件的长

径比为 3∶2，此长径比既可保证试件有足够的压

缩空间，又避免了试件过于细长导致的压杆失

稳。试件与试验机的接触面预制倒角，避免试验

时试件接触面边缘产生应力集中。试件尺寸如图 4
所示，重复进行 5次试验以保证试验数据的有效性。

3    试件断裂过程中的应力状态

3.1    计算模型

通过 ABAQUS 程序建立有限元模型。为提高计算效率，光滑圆棒、缺口圆棒、扭转和压缩试件均

采用二维轴对称模型，模型一端固定，另一端施加位移或者转角载荷。模型如图 5 所示，其中 R 为缺口

半径。依据文献 [13]，当有限元模型网格尺寸小于 0.1 mm 时，网格尺寸对试件失效应变的影响可忽略，

本研究中所有试件的有限元模型网格尺寸均取 0.1 mm。考虑到模拟的主要目的是获取试件断裂过程

中应力状态的变化，为得到与试验较为一致的准确值，需保证计算输出的载荷-位移曲线与试验曲线一

致。图 6、图 7 分别显示了 Q345B 和 921A 钢试件的试验载荷-位移曲线与有限元计算结果对比。针对

光滑圆棒、压缩和扭转试件，模拟过程中的材料参数选取 JC 本构模型参数，取值如表 1 所示。对于缺

口拉伸试件，采用上述参数难以获得与试验一致的效果，初步分析原因为材料的应力状态对其本构模

型存在一定影响，因此计算过程中反复调试输入应力、应变值，直至仿真载荷-位移曲线与试验曲线一

致。JC模型表示为 

σ = (A+Bεn) [1+C ln (ε/ε̇)] (3)

σ ε ε̇式中： 为应力，A 为屈服强度，B 为硬化强度，n 为硬化指数，C 为应变率参数， 为应变， 为参考应变率。
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图 3    扭转试件尺寸（单位：mm）

Fig. 3    Dimensions of torsion specimen (Unit: mm)
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.1
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图 4    压缩试件尺寸（单位：mm）

Fig. 4    Dimensions of compression specimen (Unit: mm)

(a) Compression (b) Torsion (c) R= 2 mm (d) R=6 mm (e) R=8 mm (f) R=18 mm

图 5    试件的有限元模型

Fig. 5    Finite element models of tested specimens
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3.2    结果分析

3.2.1    断裂过程中的应力状态变化

计算发现，Q345B和 921A钢试件的应力状态变化趋势基本一致，本节以 921A钢试件为例进行分析。

压缩试件在模拟过程中需要考虑摩擦，这里摩擦系数取为 0.1。对于压缩试件，选取压缩后直径最

大截面处的中心单元（Center element）和表面单元 (Radicel element) 作为典型单元，压缩试件受力过程中

典型单元的应力三轴度、Lode参数变化如图 8所示。由图 8可以看出，中心单元基本处于压缩状态，对

应的应力三轴度从最初的−0.33 最低下降至−0.65 左右，最终断裂时刻的应力三轴度为−0.55，而 Lode 参

数在此过程中始终保持为 1.00，这主要是由于该单元处于轴对称模型中心处，有两方向的主应力相

等。表面单元的应力状态变化较复杂，从最初的单向受压状态依次转变为压剪、拉剪状态，因此应力三

轴度基本处于不断上升过程，而对应的 Lode 参数却呈现相反的趋势，处于不断下降过程。根据试件破

坏状态来看，压缩试件的断裂一般从试件外表面开始。
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图 6    试验和有限元计算得到的载荷-位移曲线对比（Q345B钢）

Fig. 6    Comparisons of the displacement-load curves between experimental results and simulation results（Q345B steel）
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图 7    试验和有限元计算得到的载荷-位移曲线对比（921A钢）

Fig. 7    Comparisons of the displacement-load curves between experimental results and simulation results（921A steel）
 

表 1    JC 强度模型参数

Table 1    Parameters of JC strength model

Material A/MPa B/MPa n C ε̇/s−1

Q345B steel 360 700 0.547 0.046 0.002

921A steel 700 706 0.580 0.013 0.002
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试件在扭转过程中表面上的点往往最先开始断裂，选取中间区域同一截面处中心单元和表面单元

进行分析，扭转试件受力过程中典型单元的应力三轴度、Lode 参数变化如图 9 所示。由图 9 可以看出，

两处单元的应力三轴度基本为零，但中心单元的 Lode参数为−0.96，表面单元的 Lode参数为−0.61，根据

试件破坏状态来看，扭转试件的断裂一般从试件中心开始。

拉伸过程中试件的塑性应变基本集中在颈缩区域，断裂也往往从颈缩区域的中心部位开始，选取

光滑拉伸试件和 R=8 mm 缺口拉伸试件作为典型代表，分别选取试件颈缩处的中心单元和表面单元进

行分析，其受力过程中典型单元的应力三轴度、Lode 参数变化分别如图 10 和图 11 所示。由图 10 可

知，对于光滑拉伸试件，中心单元的应力三轴度在开始阶段一直处于单轴拉伸状态，当试件开始发生颈

缩后，单元应力三轴度逐渐增大；表面单元的应力三轴度在开始阶段也处于单轴拉伸状态，而后开始先

减小后增大，基本处于拉剪状态。两处单元的应力状态变化表明，试件颈缩后应力状态由单向应力状

态转变为复杂应力状态。从 Lode 参数来看，中心单元的 Lode 参数值始终为−1.00，同压缩试件类似，主

要是由于该单元处于轴对称模型中心处；表面单元的 Lode 参数值在开始阶段保持为−1.00，进入颈缩阶

段后先增大后减小，与该单元的应力三轴度变化呈现相反的趋势。由图 11 可知，8 mm 缺口拉伸试件

中心单元进入塑性变形后应力三轴度先跳跃式增大，然后稍微减小，随后随着拉伸位移的增大应力三

轴度不断增大，但在此过程中单元 Lode 参数值始终为−1.00；表面单元在进入塑性变形后应力三轴度先

小幅增大，然后快速减小，最后逐步增大，而 Lode 参数却基本呈现相反的变化趋势。从试件破坏状态

来看，拉伸试件的断裂一般从试件中心开始。
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图 8    压缩试件受力过程中应力三轴度和 Lode参数变化（921A钢）

Fig. 8    Changes of stress triaxiality and Lode value in the loading process of compression specimen (921A steel)
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图 9    扭转试件受力过程中应力三轴度和 Lode参数变化（921A钢）

Fig. 9    Changes of stress triaxiality and Lode value in the loading process of torsion specimen (921A steel)
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3.2.2    断裂时刻的应力状态分布

本节主要分析压缩、扭转、拉伸试件断裂时刻断口应力状态的径向分布，其中压缩试件取墩粗直

径最大的中间截面，扭转试件取中间截面，拉伸试件取颈缩面。计算发现，Q345B 和 921A 钢试件的应

力状态径向分布趋势基本一致，本节以 Q345B钢试件为例进行分析。

压缩试件在断裂时刻的应力三轴度、Lode 参数的径向分布如图 12 所示，其中横坐标 R*为无量纲

距离，表示断面上点到中心的距离与断面半径的比值。
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图 10    光滑拉伸试件受力过程中应力三轴度和 Lode参数变化（921A钢）

Fig. 10    Changes of stress triaxiality and Lode value in the loading process of smooth tension specimen (921A steel)
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图 11    8 mm缺口拉伸试件受力过程中应力三轴度和 Lode参数变化（921A钢）

Fig. 11    Changes of stress triaxiality and Lode value in the loading process of tension specimen with a 8 mm notch (921A steel)
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图 12    断裂时刻压缩试件应力三轴度和 Lode参数的径向分布（Q345B钢）

Fig. 12    Radial distribution of stress triaxiality and Lode value of the compressive specimen at final failure（Q345B steel）
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由图 12 可以看出，压缩试件在开始阶段的最大截面应力三轴度、Lode 参数基本保持一致，但在断

裂时刻截面应力状态分布十分不均匀，应力三轴度沿着径向逐渐增大，应力状态逐渐由中心区域的压

缩状态向边界区域的拉剪状态转变。

扭转试件在断裂时刻的应力三轴度和 Lode
参数的径向分布如图 13 所示。扭转试件断面各

处应力三轴度、Lode 参数在初始阶段、断裂阶段

基本都为零，保持剪切状态。

选取光滑试件和 2 mm 缺口试件作为典型代

表分析拉伸试件在断裂时刻应力三轴度和 Lode
参数的径向分布，分别如图 14和图 15所示。由图 14
和图 15 可知：对于光滑试件，初始阶段截面各处

应力三轴度、Lode 参数保持一致；而对于 2 mm 缺

口试件，初始阶段截面各处应力三轴度沿径向逐

渐减小，Lode 参数沿径向逐渐增大。断裂时刻两

种试件的应力三轴度分布趋势基本一致，即沿径

向逐渐减小，试件中心处应力三轴度最大，在断裂

时刻截面各处的 Lode参数基本为−1.00。
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图 13    断裂时刻扭转试件应力三轴度和 Lode参数的

径向分布（Q345B钢）

Fig. 13    Radial distribution of stress triaxiality and
Lode value of the torsion specimen

at final failure（Q345B steel）
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图 14    断裂时刻光滑拉伸试件应力三轴度和 Lode参数的径向分布（Q345B钢）

Fig. 14    Radial distribution of stress triaxiality and Lode value of the smooth tension specimen at final failure（Q345B steel）
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图 15    断裂时刻带有 2 mm缺口的拉伸试件的应力三轴度和 Lode参数径向分布（Q345B钢）

Fig. 15    Radial distribution of stress triaxiality and Lode value of the tensile specimen
with a 2 mm notch at final failure（Q345B steel）
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由此可知，压缩、扭转、拉伸试件在受力过程中断裂面各处不仅应力状态时刻发生变化，而且应力

状态分布也不一致。若直接采用试件受力初始阶段的应力状态进行表征，将引起较大的误差，采用断

裂时刻的应力状态进行表征又过于偏大，忽略了变形过程中应力状态的变化，因此取整个过程应力状

态的平均值进行表征比较恰当。

3.3    对比分析

表 2、表 3 分别给出了各类试件应力三轴度、Lode 参数的不同表征方法，其中平均应力三轴度可

参考文献 [14]中的方法进行计算 

ηavg =
1
εf

w εf

0
η(εeq)dεeq (4)

ηavg εf εeq式中： 为平均应力三轴度， 为失效应变， 为等效应变。

同理，平均 Lode参数也可参照类似方法求出 

µσavg =
1
εf

w εf

0
µσ(εeq)dεeq (5)

从应力三轴度不同的表征方法来看，除扭转试件外，压缩、拉伸试件断裂时刻的应力三轴度、平均

应力三轴度与初始值相比均发生较大变化，但从 Lode 参数不同的表征方法来看，仅有压缩试件断裂时

刻的 Lode参数、平均 Lode参数发生了改变，扭转、拉伸试件基本保持不变。

不同类型试件断裂时刻的应力三轴度、平均应力三轴度相对初始应力三轴度的变化规律如图 16
所示，其中：ηinit 表示初始应力三轴度，δ表示相对初始应力三轴度增大的百分比。总体而言，试件断裂

时刻的应力三轴度、平均应力三轴度相对初始应力三轴度增大的幅度与初始应力三轴度存在较大关

表 2    各类试件应力三轴度不同表征方法对比

Table 2    Comparison of the stress triaxiality among different specimens

Specimen type
Stress triaxiality (Q345B steel) Stress triaxiality (921A steel)

Initial Fracture Average Initial Fracture Average

Compression −0.333 0.179 −0.120 −0.333 0.156 −0.116

Torsion 0 0 0 0 0 0

Smooth tension 0.333 0.841 0.562 0.333 0.987 0.668

With a 18 mm notch 0.413 0.867 0.663 0.413 1.075 0.825

With a 8 mm notch 0.505 0.915 0.752 0.505 1.133 0.919

With a 6 mm notch 0.556 0.947 0.805 0.556 1.160 0.973

With a 2 mm notch 0.893 1.123 1.085 0.893 1.451 1.400

表 3    各类试件 Lode 参数不同表征方法对比

Table 3    Comparison of the Lode parameter among different specimens

Specimen type
Lode (Q345B steel) Lode (921A steel)

Initial Fracture Average Initial Fracture Average

Compression 1.00 −0.73 0.24 1.00 −0.22 0.45

Torsion 0 0 0 0 0 0

Smooth tension −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00

With a 18 mm notch −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00

With a 8 mm notch −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00

With a 6 mm notch −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00

With a 2 mm notch −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00 −1.00
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系。对于压缩试件，Q345B 和 921A 钢试件增大的

百分比基本一致。但对于拉伸试件，断裂时刻的

应力三轴度、平均应力三轴度增大的幅度随着初

始应力三轴度的增大而减小，且 921A 钢增大的幅

度大于 Q345B 钢。从增大幅度来看，与初始应力

三轴度相比，断裂时刻的应力三轴度最大可提高

196%，平均应力三轴度最大可提高 100%。

综合分析可知：采用不同的应力状态表征方

法描述试件的应力状态会存在较大偏差，考虑到

断裂过程是一个应力状态不断变化的过程，采用

平均应力三轴度和平均 Lode 参数进行描述更加

稳妥，因此后续断裂准则（JC、BW、MMC）拟合过

程中应采用平均应力三轴度和平均 Lode参数。

考虑到现阶段常用的商业软件基本集成了

JC 失效模型，根据分析结果，采用平均应力三轴

度拟合获得的 JC失效模型参数（D1、D2、D3）见表 4。
此外，对于同一尺寸拉伸试件，921A 钢拉伸

的平均应力三轴度较 Q345 钢要大，Bao 等 [15]提出

的平均应力三轴度修正公式表示为 

η =
1
3
+1.4ln

(
1+

a
2R

)
(6)

式中：a 为圆棒缺口中心处半径，R 为缺口半径。该公式并非适用于任何金属材料。

4    结　论

以前期开展的 Q345B、921A 钢材料断裂力学性能试验（压缩、扭转和拉伸试验）为基础，借助数值

仿真手段，对压缩、扭转、拉伸试件的断裂过程进行了模拟，分析了各试件断裂过程中典型位置的应力

状态变化及断裂时刻断口截面的应力状态分布，得出如下结论：

（1）扭转试件断裂过程中应力状态基本保持不变，断裂时刻断口截面各处的应力状态基本一致，基

本保持为剪切状态，应力三轴度和 Lode参数基本都为零；

（2）压缩、拉伸试件断裂过程中应力状态处于不断变化过程，压缩试件中心单元的应力三轴度基

本处于不断减小的状态，而拉伸试件中心单元的应力三轴度处于不断增大的状态；

（3）压缩试件断裂时刻断口截面各处的应力三轴度沿着径向呈逐渐增大趋势，拉伸试件断裂时刻

断口截面应力三轴度沿着径向呈逐渐减小趋势；

（4）试件断裂过程是一个应力状态不断变化的过程，采用平均应力三轴度、平均 Lode 参数进行描

述更加妥当，因此后续断裂准则（JC、BW、MMC）拟合过程中应采用平均应力三轴度、平均 Lode 参数。
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Table 4    JC failure model constant
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Q345B steel 1.816 −0.353 1.056
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Variation of Stress Distribution in Metal Fracture Process under
Compressive, Torsional, and Tensile Loading

WU Xingxing, LIU Jianhu, MENG Liping, WANG Haikun, WANG Jun

（China Ship Scientific Research Center, Wuxi 214082, Jiangsu, China）

Abstract:   In  order  to  accurately  fit  the  failure  criteria  in  JC failure  model,  BW failure  model,  and  MMC
failure model, numerical simulations for metal materials Q345B and 921A under various loading conditions
of compression, torsion, tension were performed in this work. The variation of stresses, indicated by stress
triaxiality  and  Lode  parameter,  was  investigated  during  the  fracture  progress.  The  results  indicated:
(1)  exclusive  of  torsional  loading,  the  stress  distribution  varied  in  the  cracking  plane  as  the  crack  growth;
(2)  the  average  stress  triaxiality  and  Lode  parameter  are  more  suitable  for  describing  the  stress  status;
(3) for  specimens  having  the  same  size,  the  value  of  average  stress  triaxiality  was  dependent  on  metal
properties.  This  work  would  provide  useful  knowledge  for  obtaining  the  failure  criterion  from  material
failure experiments.
Keywords:  failure experiments；stress triaxiality；Lode parameter；stress status
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高围压下砂岩循环加-卸载损伤本构及损伤阈值

刘之喜
（安徽理工大学土木建筑学院，安徽 淮南　232001）

摘要：在深部巷道掘进过程中，岩体受周期荷载和高地应力共同作用，一般的强度准则无法

对岩石的应力-应变曲线进行描述和表征，而高地应力下岩石的循环加-卸载本构是预测深部巷

道在周期荷载作用下长期稳定性的关键，因此关于高围压下岩石的本构研究具有一定的工程意

义。岩石受外部荷载直至破坏的过程是旧裂纹扩展和新裂纹增长、扩展的过程，已有的研究表

明，单位体积岩石裂纹数服从 Weibull 分布，Griffith 准则认为岩石的破坏是由岩石的裂纹扩展

所导致的，为此通过对 Weibull 建立的统计损伤本构扩展，基于裂纹数服从 Weibull 分布以及裂

纹扩展服从 Griffith 准则，建立了高围压下岩石循环加-卸载统计损伤本构。通过本构的等式变

换，对本构损伤阈值进行了研究，并进一步以砂岩的偶数次循环加-卸载试验数据对本构参数进

行拟合，得到参数的演化规律，将本构理论值与砂岩奇数次循环加-卸载试验数据对比，验证了本

构模型的正确性，为高围压下岩石的循环加-卸载本构研究提供了新的思路。

关键词：高围压；循环加-卸载；本构模型；损伤阈值

中图分类号：TU457; O347.3                      文献标识码：A

地下岩石工程经常受到加-卸载作用，如交通、地震、巷道掘进等，为此诸多学者对岩石的加-卸载

性质展开研究，然而这些研究极少涉及深部高地应力下岩石的加-卸载本构。深部岩体开挖作为高围

压下岩石加-卸载作用的经典例子，在其掘进期间，围岩受到高围压及加-卸载的反复作用，其动力响应

随之改变，对围岩长期稳定性的影响颇大，目前关于高围压下岩石循环加-卸载本构模型的研究较少。

许多专家主要针对深部开采的定量界定与分析、低围压岩石本构模型建立、循环加-卸载试验方法、疲

劳变形特性、能量耗散等方面进行研究，取得了丰硕的成果[1–6]。

目前岩石循环加载损伤本构模型的建立主要有两种方法：一是通过加-卸载试验，假设岩石服从某

些数学模型，从而建立岩石的数学本构模型；二是在岩石中引入损伤变量，为可靠地利用统计物理的概

念奠定基础，这方面的开创性工作为 Weibull 的统计尺寸效应理论，即假设岩石的微元破坏服从

Weibull 公式，微元强度服从某一强度准则，从而建立岩石的统计损伤本构模型 [7–9]。李西蒙等 [10] 在单

轴分级加-载作用的研究中建立了循环加-卸载条件下轴向应变与循环次数之间的理论模型，并且通过

逆函数实现了对岩石疲劳寿命的预测。曹文贵等[11] 在岩石本构模型研究中基于 Weibull 公式对岩石的

损伤模型进行了研究，将概率分布公式应用到岩石损伤力学中，通过大量的试验验证了其合理性与正

确性，并且在工程实际中得到了应用。张平阳等 [12] 通过在循环加-卸载岩石本构模型中引入内疲劳的

变形模量公式，提出了一种新的能够描述岩石循环加-卸载的本构模型。邓华锋等 [13] 发现能量耗散率

与残余应变的相关性，为循环加-卸载中岩石能量参数的准确计算提供了较好的思路。刘树新等 [14] 基

于岩石裂纹三重分布的特征，引入不均匀系数，对 Weibull 分布下的岩石参数确定方法进行了研究，明

确了参数的物理意义和确定方法。以上研究都是关于单轴循环加-卸载或低围压下循环加-卸载研究，

高围压下的研究则主要针对岩石渗水特性、能量演化、破坏机制以及声发射等 [15–18]，较少涉及高围压
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下岩石循环加-卸载本构模型。对于高地应力和周期荷载作用下岩石表现的非线性力学特性，使用传

统的强度准则已无法进行描述和表征，因此高围压下岩石循环加-卸载损伤本构模型研究具有一定的

工程意义。

目前关于岩石的 Weibull 分布的本构模型，都是对单轴压缩下或常规三轴压缩下的本构模型描述，

并且均假设岩石微元破坏服从某一强度准则，但是以最大正应力理论、最大正应变理论、最大剪应力

理论、八面体剪应力理论、D-P 准则以及摩尔库仑准则建立的 Weibull 分布，均假设岩石为连续的均匀

介质，这些强度准则的建立都与岩石的实际情况不相符。Griffith 认为岩石内部存在着许多细微裂隙，

在外部荷载作用下细微裂隙产生应力集中现象，致使裂纹扩展引起破坏，因此 Griffith 准则建立在普遍

适用的能量概念和含有裂纹的物体之上，突破了传统的局部分析方法。本研究通过对 Weibull 建立的

统计损伤本构进行扩展，基于裂纹数服从 Weibull 分布以及裂纹扩展服从 Griffith 强度准则，建立一种

能够表示高围压下岩石循环加-卸载统计损伤本构模型；对本构的损伤阈值进行研究，基于砂岩在高围

压下偶数次循环加-卸载曲线，对岩石的参数演化规律进行分析，进一步利用奇数次循环的应力-应变曲

线与本构理论值进行对比，进而验证本构模型的正确性与精确性。

1    岩石本构模型

由曹文贵等[11] 关于岩石统计损伤理论的研究，岩石的损伤本构关系为 

σi = Eεi (1−D)+µ
(
σ j+σk

)
(1)

E σi σi σ j σk µ式中： 为材料弹性模量； 为名义应力， 、 、 为主应力（i, j, k = 1, 2, 3）；εi 为应变； 为泊松比；D 为

损伤变量，对于微裂纹各向同性分布的情况，损伤变量可采用标量形式；对于微裂纹有规律地平面分布

的情况，可用与裂纹垂直的矢量表示损伤；对于微裂纹各向异性分布的情况，损伤变量可采用张量形

式。以 Griffith 准则描述岩石裂纹扩展强度，说明裂纹服从各向异性分布，因此损伤变量可以是张量。

目前在岩石损伤本构模型研究中主要考虑最大主应力方向的应力-应变关系，并且用张量表示损伤时，

虽然能够更真实地反映微观裂纹的排列状态及其力学特性，但是其数学表达式比较复杂，在工程应用

方面存在较大难度，所以本研究中的损伤变量使用标量形式。

研究表明，单位体积岩石裂纹数服从随机分布 [9]。根据 Griffith 准则，当裂纹拉应力超过该点抗拉

强度时，裂纹就会扩展，导致试件破坏。岩石加载过程往往是新裂纹生成、扩展和旧裂纹扩展的过程。

基于上述研究，令裂纹扩展服从 Griffith 准则，设加载过程中裂纹扩展数为 n，破坏时裂纹扩展总数为

N，则可以把损伤变量 D 定义为 n 与 N 的比值，n=0 时岩石无损伤产生，n=N 时裂纹全部张开，岩石破

坏。因此做出以下假设：（1）材料内部存在众多互不影响的裂纹，忽略材料局部特性的变化；（2）裂纹三

维空间形状和裂缝平面内应力的影响忽略不计；（3）从初始加载到损伤阈值处都是弹性阶段。

根据Weibull分布，损伤变量 D 的表达式[16] 为 

D =
w F

0
P (x)dx (2)

P (F) =
m
F0

(
F
F0

)m−1

exp
[
−
(

F
F0

)]m

式中：P(x)表示岩石损伤变量的密度函数， ，其中 F0、m 为本构模型参数。

σ1+3σ3 > 0 σ1

σ3 σm

在高围压下岩石的最大主应力与最小主应力均为正值，所以 ，其中： 为最大主应力；

为最小主应力，与围压 相等，其中围压是不变的。因此在高围压下 Griffith破坏准则为 

σt =
(σ1−σ3)2

8(σ1+σ3)
(3)

σt式中： 为应力集中处裂纹扩展的拉应力。故在 Griffith准则下岩石的裂纹张开强度为 

F =
(σ̄1− σ̄3)2

8(σ̄1+ σ̄3)
(4)

σ̄1 σ̄3式中： 、 为损伤变量修正后的名义最大主应力和名义最小主应力。其中 
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σ̄i =
σi

1−D
(5)

将式（4）代入式（2），可得 

D = 1− exp
{
−
[

(σ̄1−σ̄3)2

8F0 (σ̄1+ σ̄3)

]m}
(6)

将式（6）再代入式（1），可得其本构模型的表达式为 

σ1 = Eε1exp
{
−
[

(σ̄1−σ̄3)2

8F0 (σ̄1+ σ̄3)

]m}
+2µσ3 (7)

Weibull 分布的概率公式的损伤变量表达式中存在损伤变量，使得本构模型无法使用数据处理软

件进行拟合，本研究将基于 Weibull 分布的本构模型进行简单变换，消去损伤变量表达式中的损伤变

量，并对本构进行等式变换。

将式（7）变换可得 

σ1−2µσ3

Eε1
= exp

{
−
[

(σ̄1−σ̄3)2

8F0 (σ̄1+ σ̄3)

]m}
= 1−D (8)

根据式（5），将式 (6) 由含损伤变量的名义主应力表达式转换成由主应力和损伤变量共同描述的岩石裂

纹张开强度 

F =
(σ1−σ3)2

8(σ1+σ3) (1−D)
(9)

将式（8）代入式（9），消去损伤变量，可得 

F =
(σ1−σ3)2Eε1

8(σ1+σ3) (σ1−2µσ3)
(10)

将式（10）代入本构方程式（7），可得 

σ1 = Eε1exp
{
−
[

(σ1−σ3)2Eε1

8F0 (σ1+σ3) (σ1−2µσ3)

]m}
+2µσ3 (11)

2    循环加-卸载试验

图 1 为张媛等 [15] 获得的高围压下岩石循环

加-卸载试验曲线。张媛等 [15] 进行了围压分别为

20、40、60 MPa 时的三轴循环加-卸载试验，每次

加载的围压都相同，轴向荷载采用应力控制方式，

加载波形为三角波。每次循环的加载上限为岩石

强度的 70%，下限为岩石强度的 25%。砂岩的弹

性模量为 45 GPa，泊松比为 0.142。从其使用数学

模型得到的拟合曲线中，可以获得每个循环中岩

石的应力-应变曲线。本研究使用高围压循环加-
卸载岩石本构模型，对张媛等 [15] 获得的试验数据

进行拟合。

3    损伤阈值确定及本构模型参数拟合

3.1    损伤阈值的确定

为了研究本构模型的适用范围，需要根据高围压下循环加-卸载应力-应变曲线和本构模型，对岩石

的损伤变量进行探讨，以此确定岩石的损伤阈值，确定本构模型的使用范围。将式（1）进行等式变换，

200

160

120

σ 1
/M

Pa

ε1

20 MPa
40 MPa

60 MPa80

40

0
0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

 

σ1图 1    不同围压下 –ε1 曲线

Fig. 1    Axial stress-strain curves under different
confining pressures
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可得 

D =
Eεi+µ

(
σ j+σk

)−σi

Eεi
(12)

在围压相等的高围压下，式（12）可变为 

D =
Eε1+2µσ3−σ1

Eε1
(13)

当 D=0 时，岩石不发生损伤；当 D > 0 时，岩石开始发生损伤，并且损伤是一个连续过程。将岩石

参数代入式（13），可知砂岩在围压为 20、40、60 MPa 时发生损伤，应变值分别为 3.182 2×10–4、6.364 4×
10–4、7.111 1×10–4。由图 1 可知：在应力较小处，岩石已经产生损伤，并且不同围压下循环下限的应变

值均大于产生初始损伤时的应变阈值；随着围压增大，岩石的损伤阈值也随之增加，呈非线性增长。高

围压下岩石本构模型产生损伤时的轴向应变值较小，即岩石的弹性阶段较短，从侧面反映了岩石在高

围压下的非线性力学特征。

3.2    本构模型的参数拟合

exp[−(F/F0)m]通过推导得到了高围压下砂岩的本构模型，如式（11）所示。式（11）中包含  形式，其

中 F0、m 需要通过拟合得到，且两个参数并不是相互独立的。一般采用 Levenberg Marquardt 算法对

式（11）进行迭代。在使用 Levenberg Marquardt 算法进行迭代的过程中，如果对参数的拟合初值选取不

当，容易造成本构无法拟合，为此对式（11）进行等式变换，变换后的形式为 

y = F0x
1
m (14)

y =
(σ1−σ3)2Eε1

8(σ1+σ3) (σ1−2µσ3)
x = ln

Eε1

σ1−2µσ3
式中： ， ，F0、m 均为本构模型参数。与式（11）相比，式（14）在使

用 Levenberg Marquardt 算法拟合的过程中，可以直接将两个拟合参数初值赋 1 进行迭代拟合，解决了拟

合参数初值不易选取的问题。以下将以第 1次加载阶段的参数拟合为例说明具体拟合过程。

图 2 为岩石在 60 MPa 围压下第 1 次加载时的应力-应变拟合曲线。从图 2 可以看出，第 1 次加载

的拟合效果相对良好，并且将拟合得到的参数代入本构模型中时，能够较好地描述岩石的应力-应变

曲线。

本研究以围压为 60 MPa 时砂岩第 2、4、6、8、10 次循环加-卸载原始数据为例进行拟合，具体参数

如表 1所示，其中 M 为循环次数。拟合的校正系数均在 0.99以上，说明拟合效果良好。
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图 2    第 1次循环加载曲线拟合及验证

Fig. 2    Curve fitting and verification of the first cyclic loading
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4    参数的演化规律及本构模型的验证

4.1    参数的演化规律及其物理意义

通过表 1 可以看出：无论是加载阶段还是卸载阶段，参数 F0 均随着循环次数的提高呈非线性增

长；但是加载参数 m 在加载阶段随着循环次数的增加而逐渐减小，在卸载阶段随着循环次数的增加而

增大。图 3显示了循环加-卸载本构参数的演化规律。

在同一组数据中，只有循环次数是不断变化的，使用数据处理软件进行拟合后发现，参数的演化趋

势服从 

表 1    围压为 60 MPa 时本构模型参数

Table 1    Parameters of constitutive model with confining pressure of 60 MPa

M
Load parameters Unload parameters

F0 m F0 m

  2 5.870 04 –0.202 98 21.330 95 –0.141 14

  4 6.648 45 –0.216 03 23.502 82 –0.137 86

  6 7.103 79 –0.222 77 24.513 79 –0.136 14

  8 7.426 85 –0.229 51 25.231 08 –0.134 94

10 7.677 44 –0.231 40 26.171 96 –0.133 82

2 4 6 8 10

6.0

6.5

7.0

7.5

F
0

M

F0=1.123 00 ln M+5.091 46

2 4 6 8 10

−0.23

−0.22

−0.21

−0.20

m=−0.018 10 ln M−0.190 65
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(a) Evolution law of loading parameter F0 (b) Evolution law of loading parameter m

(c) Evolution law of unloading parameter F0 (d) Evolution law of unloading parameter m

m=0.004 42 ln M−0.144 08

图 3    循环加-卸载本构参数演化规律

Fig. 3    Evolution of cyclic loading and unloading constitutive parameters
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y = a ln M+b (15)

式中：a、b 表示拟合参数，M 表示循环次数。

从图 3(a)、图 3(c) 拟合得到的参数演化规律可以看出，随着循环次数的增多，无论是加载还是卸

载，参数 F0 都随着加载次数的增多呈逐渐上升趋势。根据第 1 节推导过程中的假设，参数 F0 与裂纹扩

展的强度有关，参数 m 与岩石裂纹分布有关。随着加载次数增多，岩石逐渐硬化，岩石裂纹扩展时所需

的强度逐渐增高，说明参数 F0 越大，岩石裂纹扩展需要的强度越大，岩石的硬化度越高。岩石并非通

常假设的各向同性均质体，其内部存在许多细微裂纹，因此施加外部荷载时，岩石中的部分微裂纹会闭

合，当荷载增加到一定程度时，部分闭合的裂纹开始扩展，新裂纹生成、扩展。由于裂纹间并非光滑，

存在界面摩擦，随着循环次数增多，部分可张开的裂纹在荷载作用下闭合所需克服的摩擦力减小，所以

随着循环次数增多，在荷载作用下旧裂纹扩展、新裂纹生成及扩展越多，并且部分原始裂纹闭合也越

多。新裂纹生成及扩展需要的力远远大于原始裂纹闭合需要克服的摩擦力，所以在加载阶段新裂纹生

成及扩展数相比原始裂纹闭合的裂纹数要少。在卸载阶段，由于荷载减小，部分闭合的裂纹逐渐张开，

而扩展的裂纹和新增裂纹扩展部分并不会因为外部荷载的减小而闭合，所以参数 m 呈上升趋势；而在

加载阶段，由于在荷载作用下闭合的原始裂纹较多，所以整体呈下降趋势。基于上述分析，可以认为，

本构参数 m 与裂纹扩展数呈正相关，裂纹张开数越多，参数 m 越大。

4.2    参数与围压的关系

为了便于应用岩石循环加-卸载本构模型，对围压与岩石参数之间的关系进行了研究，见图 4。
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图 4    围压与本构模型参数的关系

Fig. 4    Relationship between confining pressure and constitutive model parameters
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σm图 4 中参数 表示围压大小。通过对不同围压下本构模型参数的演化规律进行分析可以发现，参

数 F0 与围压的大小呈线性关系，参数 m 与围压的大小呈非线性关系。利用围压与参数的关系可以得

出第 1 次加-卸载参数，进而得到对应围压下岩石参数的演化规律，对于深部岩石在长期周期荷载作用

下的变形预测具有一定的借鉴意义。

4.3    本构模型的验证

基于参数的演化规律，将式（15）代入式（11），可以得到高围压下岩石的统计损伤本构模型 

σ1 = Eε1exp

−
[

(σ1−σ3)2Eε1

8(C ln M+D) (σ1+σ3) (σ1−2µσ3)

]Aln M+B
+2µσ3 (16)

式中：A、B、C、D 均为本构模型参数，加载阶段的参数与卸载阶段的参数不相同，加载阶段 A、B、C、

D 的具体数值如图 3（a）、图 3（b）所示，卸载阶段的参数数值如图 3（c）、图 3（d）所示。如果将拟合得到

的参数代入本构模型中对比理论值与原始数据只能说明拟合的效果，而不能表明本构模型的正确性。

为此基于上述偶数次加载参数的拟合公式，求出奇数次循环的参数值，将奇数次循环的参数代入本构

模型中得出本构的理论值。通过对比加-卸载曲线的原始数据与本构对应的理论值来验证本构模型的

正确性，如图 5所示。

对比理论值与原始数据发现，基于 Griffith 准则的统计损伤本构模型能够较好地描述和表征高围

压下岩石循环加-卸载应力-应变曲线，说明了本构模型的合理性及正确性。对于围压为 20、40 MPa
的循环加-卸载，采用同样的方法进行研究，除了 F0、m 的大小不同，不同循环下的参数演化规律也服从

式（15），故在此不再一一列举。以 Griffith 准则建立的本构模型理论值与高围压下岩石变形的试验值

较吻合，从而为描述岩石在高围压下的应力-应变曲线提供了新的思路。

5    结　论

（1）根据 Griffith 准则，岩石内部存在许多细微裂纹，岩石破坏是由于裂纹的扩展。已有的研究也

表明，岩石内部裂纹数服从 Weibull 分布。因此，基于 Griffith 准则建立的统计损伤本构模型与岩石的

实际情况更相符。该模型参数少，参数演化规律明确，且便于拟合。该研究方法对高围压下受周期荷

载作用的岩石变形预测具有一定借鉴意义。

（2）通过本构模型的等式变换，确定了不同围压下岩石的损伤阈值，损伤阈值处的轴向应变值较

小，并且不同围压下产生损伤时的应变值随着围压增大呈现非线性增长。

（3）对本构模型参数的演化规律进行分析发现：参数 F0 与围压呈线性关系，并且 F0 与裂纹扩展强
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图 5    奇数次循环的加-卸载曲线理论值与原始数据对比

Fig. 5    Comparison of theoretical values of loading and unloading curves with original data for odd cycles
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度呈正相关性；参数 m 与裂纹张开数目相关，裂纹张开数目越多，m 越大；参数 F0 随着围压的增大呈线

性增长，参数 m 随围压的增加呈非线性增长。

（4）采用偶数次循环的加载和卸载曲线对本构参数进行分析，得到本构参数在不同循环次数和不

同围压下的演化规律，由此计算出奇数次循环的加载和卸载曲线本构理论值，并与试验曲线对比，验证

了本构模型的合理性和正确性。

参考文献：

王伟, 田振元, 朱其志, 等. 考虑残余应力的砂岩损伤理论模型 [J]. 岩石力学与工程学报, 2015, 34(Suppl 2): 3676–3682.

WANG W, TIAN Z Y, ZHU Q Z, et al.  Study of statistical damage onstitutive model for rock considering waterpressure [J].

Chinese Journal of Rock Mechanics and Engineering, 2015, 34(Suppl 2): 3676–3682.

[1]

刘涛, 杨鹏, 吕文生, 等. 岩石在不同应力幅值下受低频循环扰动的力学特性试验 [J]. 煤炭学报, 2017, 40(9): 2280–2286.

LIU T,  YANG P,  LÜ W S,  et  al.  Rock  mechanical  properties  experiments  with  low-frequency  circulation  disturbance  under

different stress amplitudes [J]. Journal of China Coal Society, 2017, 40(9): 2280–2286.

[2]

何明明, 陈蕴生, 李宁, 等. 单轴循环荷载作用下砂岩变形特性与能量特征 [J]. 煤炭学报, 2015, 40(8): 1805–1812.

HE M M, CHEN Y S, LI N, et al. Deformation and energy characteristics of sandstone subjected to uniaxial cyclic loading [J].

Journal of China Coal Society, 2015, 40(8): 1805–1812.

[3]

姚强岭, 刘亚鹏, 陈田, 等. 地下水库人工坝体强度损伤演化特征试验研究 [J]. 煤炭学报, 2018, 43(4): 1111–1117.

YAO Q L, LIU Y P, CHEN T, et al. Experimental study of damage evolution of aritifical dam strength of underground reservoir

[J]. Journal of China Coal Society, 2018, 43(4): 1111–1117.

[4]

谢和平, 高峰, 鞠杨, 等. 深部开采的定量界定与分析 [J]. 煤炭学报, 2015, 40(1): 1–10.

XIE H P, GAO F, JU Y, et al. Quantitative definition and investigation of deep mining [J]. Journal of China Coal Society, 2015,

40(1): 1–10.

[5]

DEHLER W, LABUZ J F. Stress path testing of an anisotropic sandstone [J]. Journal of Geotechnical and Geoenvironmental

Engineering, 2007, 133(1): 116–119.

[6]

王者超, 赵建纲, 李术才, 等. 循环荷载作用下花岗岩疲劳力学性质及其本构模型 [J]. 岩石力学与工程学报, 2012, 31(9):

1888–1900.

WANG Z C, ZHAO J G, LI S C, et al. Fatigue mechanical behavior of granite subject to cyclic load and its constitutive model

[J]. Chinese Journal of Rock Mechanics and Engineering, 2012, 31(9): 1888–1900.

[7]

易其康, 马林建, 刘新宇, 等. 考虑频率影响的盐岩变参数蠕变损伤模型 [J]. 煤炭学报, 2015, 40(Suppl 1): 93–99.

YI Q K, MA L J, LIU X Y, et al. A variable parameters-based creep damage model considering the effect of frequency for rock

salt [J]. Journal of China Coal Society, 2015, 40(Suppl 1): 93–99.

[8]

霍润科, 李宁, 刘汉东. 受酸腐蚀砂岩的统计本构模型 [J]. 岩石力学与工程学报, 2005, 24(11): 1852–1856.

HUO R K, LI N, LIU H D. Statistical constitutive model of sandsyone subjected to hydrochloric acid attack [J]. Chinese Journal

of Rock Mechanics and Engineering, 2005, 24(11): 1852–1856.

[9]

李西蒙, 刘长友, 鲁岩, 等. 单轴分级循环加载条件下砂岩疲劳变形特性与损伤模型研究 [J]. 中国矿业大学学报, 2017,

46(1): 8–16.

LI X M, LIU C Y, LU Y, et  al.  Fatigue deformation characteristics and damage model of sandston subjected to uniaxial step

cyclic loading [J]. Journal of China University of Mining and Technology, 2017, 46(1): 8–16.

[10]

曹文贵, 张升. 基于Mohr-Coulomb准则的岩石损伤统计分析方法研究 [J]. 湖南大学学报(自然科学版), 2005, 32(1): 43–47.

CAO W G, ZHANG S. Study on the statistical analysis of rock damage based on Mohr-Coulomb criterion [J]. Journal of Hunan

University (Natural Sciences), 2005, 32(1): 43–47.

[11]

张平阳, 夏才初, 周舒威, 等. 循环加-卸载岩石本构模型研究 [J]. 岩土力学, 2015, 36(12): 3354–3359.

ZHANG P Y, XIA C C, ZHOU S W, et al. Constitutive model for rock under cyclic loading and unloading [J]. Rock and Soil

Mechanics, 2015, 36(12): 3354–3359.

[12]

邓华锋 , 胡玉 , 李建林 , 等 . 循环加卸载过程中砂岩能量耗散演化规律  [J]. 岩石力学与工程学报 ,  2016, 35(Suppl 1):

2869–2875.

[13]

   第 34 卷 高            压            物            理            学            报 第 4 期      

044203-8

http://dx.doi.org/10.1061/(ASCE)1090-0241(2007)133:1(116)
http://dx.doi.org/10.1061/(ASCE)1090-0241(2007)133:1(116)
http://dx.doi.org/10.3969/j.issn.1000-6915.2012.09.021
http://dx.doi.org/10.3969/j.issn.1000-6915.2012.09.021
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:1000-6915.2005.11.006
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:1000-6915.2005.11.006
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:1000-6915.2005.11.006
http://dx.doi.org/10.1061/(ASCE)1090-0241(2007)133:1(116)
http://dx.doi.org/10.1061/(ASCE)1090-0241(2007)133:1(116)
http://dx.doi.org/10.3969/j.issn.1000-6915.2012.09.021
http://dx.doi.org/10.3969/j.issn.1000-6915.2012.09.021
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:1000-6915.2005.11.006
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:1000-6915.2005.11.006
http://dx.doi.org/10.3321/j.issn:1000-6915.2005.11.006


DENG H F, HU Y, LI J L, et al. The evolution of sandstone energy dissipation under cyclic loading and unloading [J]. Chinese

Journal of Rock Mechanics and Engineering, 2016, 35(Suppl 1): 2869–2875.

刘树新, 刘长武, 韩小刚, 等. 基于损伤多重分形特征的岩石强度 Weibull参数研究 [J]. 岩土工程学报, 2011, 33(11):

1786–1791.

LIU S X，LIU C W, HAN X G, et al. Weibull distribution parameters of rock strength based on multi-fractal characteristics of

rock damage [J]. Chinese Journal of Geotechnical Engineering, 2011, 33(11): 1786–1791.

[14]

张媛, 许江, 杨红伟, 等. 循环荷载作用下围压对砂岩滞回环演化规律的影响 [J]. 岩石力学与工程学报, 2011, 30(2):

320–326.

ZHANG Y, XU J, YANG H W, et al. Effect of confining pressure on evolution law of hysteresis loop of sandstone under cyclic

loading [J]. Chinese Journal of Rock Mechanics and Engineering, 2011, 30(2): 320–326.

[15]

赵永川, 杨天鸿, 肖福坤, 等. 西部弱胶结砂岩循环载荷作用下塑性应变能变化规律 [J]. 煤炭学报, 2015, 40(8): 1813–1819.

ZHAO Y C,  YANG T  H,  XIAO F  K,  et  al.  The  variation  law  of  plastic  strain  energy  of  western  weak  cemented  sandstone

during cyclic loading experiment [J]. Journal of China Coal Society, 2015, 40(8): 1813–1819.

[16]

何俊, 潘结南, 王安虎. 三轴循环加卸载作用下煤样的声发射特征 [J]. 煤炭学报, 2014, 39(1): 84–90.

HE J, PAN J N, WANG A H. Acoustic emission characteristics of coal specimen under triaxial cyclic loading and unloading [J].

Journal of China Coal Society, 2014, 39(1): 84–90.

[17]

丁长栋, 张杨, 杨向同, 等. 致密砂岩高围压和高孔隙水压下渗透率演化规律及微观机理研究 [J]. 岩土力学, 2019, 40(9): 15–23.

DING C D, ZHANG Y, YANG X T, et  al.  Permeability evolution of tight  sandstone under high confining pressure and high

pore pressure and its microscopic mechanism [J]. Rock and Soil Mechanics, 2019, 40(9): 15–23.

[18]

Damage Constitutive of Cyclic Loading and Damage
Threshold of Rock under High Confining Pressure

LIU Zhixi

（School of Civil Engineering and Architecture, Anhui University of

Science and Technology, Huainan 232001, Anhui, China）

Abstract:  In the process of deep roadway excavation, the rock mass is subjected to periodic load and high
geostress,  so  the  general  strength  criterion  cannot  describe  the  stress-strain  curve  of  rock.  However,  the
cyclic loading and unloading constitutive model of rock under high geostress is the key to predict the long-
term stability of deep roadway under periodic load, thus it is urgent to carry out the study of rock constitutive
model under high confining pressure. The process of rock subjected to external load to failure presents the
propagation of original cracks, growth and propagation of new crack. Previous studies have shown that the
number of cracks in rock obeys Weibull distribution and the Griffith criterion assumes that the failure of rock
is  caused  by  the  crack  propagation.  Based  on  these  criteria,  this  paper  establishes  a  statistical  damage
constitutive  theory  of  cyclic  loading  and  unloading  of  rock  under  high  confining  pressure  by  extending
Weibull  statistical  damage  constitutive.  Through  the  equation  transformation  of  constitutive  model,  the
threshold value of  constitutive  damage is  studied.  Furthermore,  the  constitutive  parameters  was fitted  with
the data of even cyclic loading and unloading test, and the evolution rule of the parameters is obtained. By
comparing  the  constitutive  theory  with  the  odd  cyclic  loading  and  unloading  test,  the  accuracy  of  the
constitutive model is verified, which provides a new insight for the study of the constitutive model of rock
under high confining pressure.
Keywords:  high confining pressure；cyclic loading and unloading；constitutive model；damage threshold
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冲击荷载对无烟煤微观孔隙影响的分形研究

王以贤1,2，梁为民1

（1. 河南理工大学土木工程学院，河南 焦作　454000；

2. 河南建筑职业技术学院，河南 郑州　450064）

摘要：为了揭示冲击荷载对无烟煤微观孔隙结构的影响规律，利用分离式霍普金森压杆

（SHPB）冲击实验系统模拟了冲击应力在不同衰减过程中的冲击波和应力波，基于冲击前后

压汞实验及低温液氮实验测试数据，运用分形理论，研究了赵固二矿不同方向煤体（与层理方

向分别呈垂直、平行、45°斜交）冲击前后孔隙结构的分形特征。结果表明：对于渗流孔，冲击荷

载提高了瓦斯的渗流与运移速度，对于吸附孔，冲击荷载减小了吸附孔的吸附能力，促进了瓦斯

的解吸；分形维数具有明显的冲击方向性，且吸附孔的分形维数明显小于渗流孔；不同方向无烟

煤的最佳冲击荷载不同，垂直和斜交层理方向的最佳冲击荷载为 51.80 MPa，平行层理方向的最

佳冲击荷载为 28.46 MPa。研究结果可为冲击荷载促进瓦斯抽采机理的探讨提供参考。

关键词：冲击荷载；无烟煤；分形理论；微观孔隙；压汞；低温液氮

中图分类号：O347.2                      文献标识码：A

煤体孔隙是煤层气（煤矿瓦斯）赋存、扩散、运移的主要场所 [1]。通过外部扰动优化煤体孔径配

置、改善煤体孔隙结构是促进煤层气解吸、增强煤层气扩散和运移的主要手段。目前，通过外部扰动

改善煤体孔隙结构主要有 3 种方式：（1）流体冲载，主要包括水力、高能气体压裂等 [2–3]；（2）物理场激

励，主要有静电场、交变电场、电磁场、声场激励等[4–5]；（3）冲击荷载，如爆破[6–7]、脉冲冲击波[8] 等。

我国无烟煤煤层气储层孔隙主要发育在纳米级别 [9]，煤层气含量高，但吸附性强、渗透率低，制约

着我国煤层气的产量。因此，要实现煤层气的有效开采，需要在了解煤体微观孔隙形态与分布的基础

上，深入探讨外载促进煤体孔隙改变及增强瓦斯渗透性的机理。目前，对于煤体微观孔隙结构的研究

大多是针对自然状态下的不同类型煤体，对于冲击荷载作用下煤体微观孔隙结构的研究还鲜见报道。

分形几何学是由 Mandelbrot 等 [10] 于 1982 年提出和建立的，该理论能够为研究复杂的不规则事物

的变化规律提供强有力的工具和途径。大量科研人员应用分形理论研究了土和岩石的孔隙分形 [11–13]，

并得出了不同岩性的孔隙度、比表面积、吸附性及孔隙表面粗糙度、不均匀性等与分形维数的定量关系[14–17]，

而对于煤体孔隙，特别是外载扰动后煤体孔隙的分形研究相对较少。事实上煤体是具有基质孔隙和裂

隙的多孔介质，其复杂的孔隙结构满足自相似性，符合分形几何规律[18–20]。因此，可以将分形参数作为

煤体内部复杂孔隙结构的定量表征 [21–22]，通过对比煤体受载前后的分形参数，探讨煤体外载作用对其

孔隙结构的影响规律。

本研究利用霍普金森冲击实验系统（SHPB）模拟冲击应力在不同衰减过程中的冲击波和应力波，

对赵固二矿无烟煤实施不同方向（分别与层理呈垂直、平行、45°斜交方向）、不同速度的冲击加载，利
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用压汞实验及低温液氮实验测试数据，对冲击前后无烟煤的微观孔隙进行分形研究，力图得出冲击荷

载对无烟煤微观孔隙的破坏特征及规律，以期为冲击荷载促进瓦斯抽采规律的研究提供参考。

1    样品制备与实验过程

1.1    样品制备

ρ

实验样品取自河南省焦作矿区赵固二矿，属于无烟煤，其显微组分、工业分析结果及基本力学参

数如表 1 所示，其中：C、P、X 分别表示垂直、平行、45°斜交层理的煤样，下标 0 代表冲击前原煤样，

为样品密度，fc 为单轴抗压强度，CL 为纵波声速，R0, max 为最大镜质组反射率。为了尽量减小煤样间的

差异，在矿井采煤工作面同一煤层同一地点采集大块完整煤岩。按照 GB/T50266—2013 《工程岩体实

验方法标准》[23] 及 GB/T23561.7—2009 《煤和岩石物理力学性质测定方法》[24] 钻取直径和高度均为 50 mm
的圆柱体，如图 1 所示。利用双端面磨床打磨试件，确保煤样两端面的平整度小于或等于 0.05 mm，两

端面平行度小于或等于 0.02 mm。

1.2    实验方案与步骤

本实验方案如图 2所示。实验步骤分为 4部分。

（1）SHPB冲击实验。采用入射杆和透射杆均为变截面杆的 SHPB冲击实验系统，杆端直径均为 50 mm，

入射杆长 2 400 mm，透射杆长 1 200 mm，杆件材质为钢材，密度为 7 800 kg/m3，弹性波速为 5 190 m/s，
弹性模量为 210 GPa。根据冲击波（应力波）随距离衰减规律，结合样品的基本力学参数及试冲情况，设

定冲击气压 pI 分别为 0.10、0.15、0.20、0.30 和 0.50 MPa，利用河南理工大学土木工程学院的 SHPB 冲击

加载系统进行冲击加载实验。首先，调整子弹、入射杆、透射杆呈一条直线，将试件涂抹耦合剂以后装

在入射杆与透射杆之间；其次，将尺寸为 1 cm × 1 cm的铜整形片粘贴至入射杆靠近子弹一端，按照设定

的冲击气压驱动子弹撞击入射杆；最后，采集信号，保存数据。

表 1    煤样基本参数

Table 1    Basic parameters of coal samples

No. ρ/(g·cm−3) fc/MPa CL/(km·s−1) R0,max/%
Mass fraction/%

Ash
Volatile

component
Fixed carbon Exinite Vitrinite Inertinite

C0 1.423 17.29 1.381

3.32 5.62 6.05 83.98 1 98 1P0 1.461 15.13 1.852

X0 1.422 11.65 1.653

(a) Picture of the coal sample (b) Size of the coal sample

图 1    煤样图片及尺寸

Fig. 1    Picture and size of the coal sample
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（2）取样并干燥处理。为了保证冲击前后压汞实验和低温液氮实验数据的可对比性，实验样品均

取自冲击前后圆柱体中轴线附近的煤颗粒，将实验样品放入烘干箱，在 110 ℃ 条件下恒温干燥 8 h 以后

放入干燥器皿中冷却至室温。

（3）压汞实验。将 3 g 左右 4～6 mm 的煤颗粒放入膨胀计中，抽真空以后将膨胀计装入低压站进

行低压实验，低压压汞实验结束后将膨胀计移入高压仓进行高压实验，然后结合压汞分析软件记录数

据。压汞仪采用美国麦克仪器公司 Autopre Ⅳ 9520 型全自动压汞仪，工作压力介于 0.1～60 000.0 psi

（1 psi=0.006 895 MPa），测定孔径范围为 3 nm～1 100 µm。

（4）低温液氮实验。将 3 g 左右 60～80 目的煤粉脱气 8 h 后放入分析站进行低温液氮吸附实验。

低温液氮仪为美国麦克仪器公司 TriStar Ⅱ 3020 型全自动比表面积与孔隙度分析仪，测定孔径范围为

0.35～500 nm。

本实验的孔径划分采用 Hodot 的十进制划分法[25]，即微孔、小孔、中孔、大孔对应的孔径依次为小

于 10 nm、介于 10～100 nm之间、介于 100～1 000 nm之间、大于 1 000 nm。

2    实验结果与分析

2.1    SHPB 冲击实验

根据一维弹性应力波和应力均匀的假设，采用三波法 [26–27] 计算煤样的动态应力、应变及应变率。

子弹以一定速度冲击入射杆撞击试件，首先使试件产生应力、应变并对试件造成一定的损伤，然后形成

透射波，最后由吸收系统吸收透射波。该过程中能量传递和转化的表达式为
 

W =
Ac

E

w
σ2dt = A0Ec

w
ε2dt (1)

 

w =W/V (2)

W σ ε V式中： 、 、 分别为 3 种波对应的能量、应力和应变， 为试样体积，A0 为压杆的横截面积，E 为弹性模

量，c 为波速。

损伤是外界能量作用于物体的一种客观存在，其量化指标为损伤变量，一般来讲，可以从面积、密

度、弹性模量和能量等不同角度定义损伤变量。冲击能量对试件造成的损伤可以通过能量公式计算其

损伤变量
 

d = w/u (3)

Preparation of coal samples

SHPB
impact
loading

test

Discuss the influence law of impact load on microscopic
pore structure of high-rank coal based on fractal theory

High-pressure
mercury

intrusion test

Low
temperature

liquid
nitrogen test

Determination of basic parameters of
coal samples

Industrial
analysis

Determination
of microscopic

components

Basic
mechanical
parameters

图 2    实验方案

Fig. 2    Experimental scheme
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d u式中： 为损伤变量； 为试件的总吸收能密度，即试件的冲击应力-应变曲线所围成的面积，表示为 

u =
w
σdε (4)

鉴于煤体的非均质性及各向异性，同等实验条件下冲击 3 个试件，取各个参数的平均值进行分析，

其中损伤变量为总耗散能密度与总吸收能密度的比值。

Ds D̄s

Dx D̄x R2
s R2

x

d d̄

利用式（1）～式（4）可以计算出煤样受冲击后的损伤值 [28– 30]，如表 2 所示，其中：pI 为冲击气压；

pL 为冲击荷载；煤样尺寸为圆柱体的直径与高度； 、 分别为渗流孔分形维数和渗流孔分形维数平均

值； 、 分别为吸附孔分形维数和吸附孔分形维数平均值； 、 分别为渗流孔和吸附孔分形维数相

关系数； 、 分别为损伤变量和平均损伤变量；YC、YP、YX 分别代表冲击前垂直、平行和 45°斜交层理

方向的煤样，下标分别代表不同层理方向的煤样序号。原煤压汞实验和低温液氮实验中的煤样取自冲

击前煤块颗粒，不存在煤样尺寸。

表 2    实验数据表

Table 2    Impact test data

Direction pI/MPa pL/MPa No. Size/mm × mm Ds D̄s R2
s Dx D̄x R2

x d d̄

Vertical
bedding

0 0

YC1 2.99

2.98

0.97 2.75

2.78

0.95

YC2 2.99 0.99 2.78 0.96

YC3 2.95 0.98 2.81 0.98

0.10 28.46

C1 ∅49.75 × 50.33 2.85

2.85

0.95 2.31

2.23

0.95 0.14

0.14C2 ∅49.33 × 49.89 2.92 0.96 2.21 0.93 0.16

C3 ∅49.34 × 50.42 2.79 0.95 2.17 0.96 0.12

0.15 32.59

C4 ∅49.42 × 49.57 2.73

2.73

0.99 2.19

2.19

0.95 0.18

0.16C5 ∅49.66 × 49.93 2.78 0.97 2.23 0.96 0.12

C6 ∅49.42 × 50.84 2.69 0.94 2.15 0.95 0.18

0.20 41.43

C7 ∅49.39 × 49.93 2.63

2.68

2.05

2.13

0.96 0.18

0.17C8 ∅49.42 × 49.76 2.71 0.98 2.21 0.97 0.17

C9 ∅49.45 × 50.28 2.69 0.99 2.13 0.98 0.15

0.30 51.80

C10 ∅49.52 × 50.47 2.56

2.51

0.99 2.05

2.05

0.99 0.17

0.19C11 ∅49.36 × 49.78 2.64 0.96 2.09 0.96 0.19

C12 ∅49.27 × 50.27 2.34 0.94 2.01 0.96 0.22

0.50 58.70

C13 ∅49.38 × 50.47 2.74

2.73

0.92 2.11

2.12

0.92 0.33

0.44C14 ∅49.45 × 50.21 2.79 0.94 2.17 0.93 0.57

C15 ∅49.49 × 49.44 2.67 0.95 2.07 0.98 0.42

Parallel
bedding

0 0

YP1 2.84

2.87

0.99 2.89

2.86

0.95

YP2 2.91 0.96 2.86 0.94

YP3 2.87 0.97 2.83 0.96

0.10 28.46

P1 ∅49.29 × 50.11 2.57

2.57

0.99 2.03

2.03

0.98 0.13

0.13P2 ∅49.36 × 50.37 2.65 0.98 2.05 0.95 0.11

P3 ∅49.47 × 49.88 2.50 0.99 2.02 0.96 0.15

0.15 32.59

P4 ∅49.31 × 49.32 2.58

2.58

0.97 2.15

2.15

1.00 0.31

0.25P5 ∅49.33 × 50.28 2.61 0.98 2.19 0.95 0.22

P6 ∅49.31 × 49.16 2.56 0.95 2.11 0.97 0.22

   第 34 卷 高            压            物            理            学            报 第 5 期      

054203-4



2.2    高压压汞实验

高压压汞实验是测量固体孔隙参数的常规方法，孔径测量范围比较大，可以测出从微孔到大孔的

所有孔隙。结合 Washburn 方程，利用 Menger 海绵分形理论[31] 可以定量描述煤体孔隙的粗糙度和不规

则程度，从而探析煤体孔隙的吸附、解吸及渗流参数。将 Menger 模型作为压汞实验数据的分形模型，

结合压汞实验数据可以得出煤体的分形维数，计算公式为 

D = [ln(dVp/dpH)− lnα]/lnpH+4 (5)

式中：pH 为进汞压力，MPa；Vp 为压力 pH作用下的进汞量，cm3。以 ln (dVp/dpH) 和 ln pH 的比值为斜率 K，

则分形维数 D=K+4。

表 2  (续)
Table 2  (Continued)

Direction pI/MPa pL/MPa No. Size/mm × mm Ds D̄s R2
s Dx D̄x R2

x d d̄

Parallel
bedding

0.20 41.43

P7 ∅49.33 × 50.33 2.64

2.64

0.92 2.20

2.19

0.95 0.18

0.28P8 ∅49.60 × 49.85 2.68 0.93 2.14 0.96 0.22

P9 ∅49.31 × 50.11 2.61 0.95 2.24 0.98 0.44

0.30 51.80

P10 ∅49.31 × 50.40 2.81

2.81

0.94 2.21

2.18

0.95 0.37

0.34P11 ∅49.05 × 49.87 2.85 0.95 2.16 0.97 0.30

P12 ∅49.42 × 49.87 2.78 0.94 2.18 0.96 0.35

0.50 58.70

P13 ∅49.40 × 49.93 2.89

2.81

0.95 2.82

2.73

0.97 0.54

0.50P14 ∅49.62 × 49.96 2.81 0.99 2.73 0.96 0.49

P15 ∅49.32 × 49.79 2.73 0.95 2.63 0.96 0.47

45° oblique
bedding

0 0

YX1 2.81

2.81

0.94 2.77

2.78

0.95

YX2 2.85 0.95 2.71 0.95

YX3 2.78 0.97 2.85 0.96

0.10 28.46

X1 ∅49.49 × 50.03 2.75

2.75

0.99 2.38

2.38

0.97 0.17

0.16X2 ∅49.27 × 49.63 2.81 0.98 2.28 0.95 0.19

X3 ∅49.31 × 49.30 2.68 0.97 2.47 0.96 0.12

0.15 32.59

X4 ∅49.24 × 49.93 2.67

2.65

0.99 2.39

2.31

0.98 0.29

0.24X5 ∅49.27 × 49.33 2.75 0.95 2.31 0.96 0.21

X6 ∅49.27 × 49.82 2.54 0.98 2.23 0.95 0.22

0.20 41.43

X7 ∅49.25 × 49.90 2.76

2.70

0.95 2.08

2.12

0.94 0.20

0.22X8 ∅49.60 × 49.38 2.71 0.92 2.17 0.92 0.21

X9 ∅49.29 × 49.05 2.64 0.93 2.12 0.93 0.25

0.30 51.80

X10 ∅49.40 × 50.28 2.47

2.55

0.98 2.01

2.06

0.93 0.21

0.18X11 ∅49.38 × 50.88 2.61 0.96 2.07 0.92 0.17

X12 ∅49.71 × 50.02 2.58 0.97 2.11 0.95 0.16

0.50 58.70

X13 ∅49.66 × 50.44 2.79

2.73

0.98 2.26

2.28

0.96 0.63

0.71X14 ∅49.73 × 49.91 2.75 0.97 2.31 0.94 0.72

X15 ∅49.46 × 50.05 2.64 0.96 2.28 0.93 0.78
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2.3    低温液氮实验

低温液氮实验是将吸附于一定固体表面上的气体量记录为吸附物质的吸附量与相对压力的函数，

采用等温线脱附分支上一系列逐步降低的相对压力，或等温线吸附分支上一系列逐步升高的相对压力

（也可二者并用）进行计算，从而得到多孔物质材料微观孔隙参数的实验方法。低温液氮数据可以采用

FHH模型得出不同冲击荷载、不同方向煤体的分形维数[22]。

FHH模型的分形维数计算基于以下公式 

ln(V/V0) = n+A ln
[
ln(p0/p)

]
(6)

V p V0 p

p0 A n D = 3+A

式中： 为平衡压力 下吸附的气体体积，cm3； 为单分子层吸附的气体体积，cm3； 为平衡压力，MPa；
为饱和蒸汽压，MPa； 为对数曲线的斜率； 为常数；分形维数 。

2.4    分形数据计算与分析

2.4.1    分形维数计算

根据压汞实验及低温液氮实验的测试数据，结合式（1）、式（2）可以得出不同方向、不同冲击荷载

作用下的分形维数（分形维数大小见表 2）。通过计算发现：当孔径小于或等于 100 nm 时，基于压汞实

验测试数据的分形维数不在 2～3 之间；而当孔径大于或等于 100 nm 时，基于液氮实验测试数据的分形

维数也不在 2～3 之间。根据相关研究 [32]，以上数据不具有分形意义。这可能与两种方法的测试原理

有关，压汞法是根据汞的不浸润性进行孔隙参数测试，进入孔隙直径越小，所需要汞的压力越大，而较

大的汞压力会破坏孔隙结构，因此，压汞法对孔径小于或等于 100 nm 的孔隙参数测量不准确。而低温

液氮的测试原理是吸附与凝聚理论，根据孔吸附液氮的体积计算孔隙参数，该方法对孔径大于或等于

100 nm 的孔隙参数测量不准确 [33–34]。所以表 2 只统计了基于压汞实验数据、孔径大于 100 nm 孔隙的

分形维数和基于液氮实验数据、孔径小于 100 nm 孔隙的分形维数（为了保证数据的有效统计意义，降

低煤体离散性对结果的影响，表 2中所有数据均取同等条件下 4个煤样数据的平均值）。根据 Yao等[20, 35]、

宋晓夏等[36]的研究结果，将孔径大于 100 nm的孔隙称为渗流孔，孔径小于 100 nm的孔隙称为吸附孔。

不同方向典型分形维数拟合曲线的对比如图 3～图 8 所示，相关系数均在 0.90 以上，拟合效果较

好，数据可靠，符合分形规律。

从分形统计数据可知：垂直层理方向渗流孔的分形维数介于 2.51～2.98 之间，平均值为 2.75，最小

值 2.51 对应的冲击荷载为 51.80 MPa，冲击前分形维数最大；平行层理方向渗流孔的分形维数介于

2.57～2.87 之间，平均值为 2.71，最小值对应的冲击荷载为 28.46 MPa，冲击前分形维数最大；斜交层理

方向渗流孔的分形维数介于 2.55～2.81 之间，平均值为 2.70，最小值对应的冲击荷载为 51.80 MPa，冲击

0

−1

−2

−3

−4

−5

ln
(d
V

p
/d

p
H
)

−2.0 −1.5 −1.0 1.0−0.5 0.5h0
ln pH

pL=0

pL=28.46 MPa
pL=32.59 MPa
pL=41.43 MPa
pL=51.80 MPa
pL=58.70 MPa

y=−1.010x−2.896
y=−1.151x−2.727
y=−1.230x−2.600
y=−1.313x−3.254
y=−1.435x−3.169
y=−1.256x−3.596

 

图 3    垂直层理方向渗流孔分形维数的对比

Fig. 3    Fractal dimension of the seepage hole in
the vertical bedding direction

0

−1

−2

−3

−4

−5

ln
(d
V

p
/d

p
H
)

−2.0 −1.5 −1.0 1.0−0.5 0.50

ln pH

pL=0

pL=28.46 MPa
pL=32.59 MPa
pL=41.43 MPa
pL=51.80 MPa
pL=58.70 MPa

y=−1.126x−2.697
y=−1.433x−3.098
y=−1.424x−3.434
y=−1.357x−3.149
y=−1.186x−3.556
y=−1.186x−2.766

 

图 4    平行层理方向渗流孔分形维数的对比

Fig. 4    Fractal dimension of the seepage hole in
the parallel bedding direction
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前分形维数最大。这说明冲击前无烟煤煤样渗流孔的分形维数大，孔隙结构复杂，孔隙内部表面粗糙，

孔壁摩阻力大[37]，不利于瓦斯的渗流与运移；冲击后分形维数均小于冲击前，说明冲击荷载改善了孔隙

内部结构，降低了孔隙表面粗糙度，减小了孔壁摩阻力，提高了瓦斯的渗流与运移速度。

吸附孔分形维数存在以下特点：垂直层理方向吸附孔分形维数介于 2.05～2.78 之间，平均值为

2.25，最小值 2.05 对应的冲击荷载为 51.80 MPa，冲击荷载作用前分形维数最大；平行层理方向吸附孔分

形维数介于 2.03～2.86之间，平均值为 2.36，冲击荷载为 28.46 MPa时分形维数最小，冲击前分形维数最

大；斜交层理方向吸附孔分形维数介于 2.06～2.78 之间，平均值为 2.32，最小值 2.06 对应的冲击荷载为

51.80 MPa，冲击前分形维数最大。这与渗流孔分形规律相似，说明冲击后吸附孔的分形维数均小于冲

击前，冲击荷载减小了吸附孔的复杂程度、不规则程度及孔隙表面粗糙度，大大降低了吸附孔的吸附能

力，冲击荷载能够将大量的瓦斯由吸附态转化为游离态，从而促进瓦斯的有效解吸。

2.4.2    综合分析

定义分形维数减小率 δ为 

δ =
|D1−D0|

D0
×100% (7)

D1 D0式中： 为冲击后分形维数， 为冲击前分形维数。

分形维数减小率可以表征冲击荷载对孔隙的改造程度，其值越大说明冲击荷载对该孔隙的改造程

度越大，改造效果越好。图 9 表征的是 3 个方向渗流孔和吸附孔分形维数减小率与冲击荷载的关系曲
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图 5    斜交层理方向渗流孔分形维数的对比

Fig. 5    Fractal dimension of the seepage hole in
the oblique bedding direction

0

0

1

1

2

2

−1

−1

−2

−2

−3

−3

−4

−4

ln
(V

/V
0
)

pL=0

pL=28.46 MPa
pL=32.59 MPa
pL=41.43 MPa
pL=51.80 MPa
pL=58.70 MPa

y=−0.224x−0.315
y=−0.788x−1.585
y=−0.810x−2.220

y=−0.867x−1.785
y=−0.954x−2.126
y=−0.890x−1.847

ln[ln(p0/p)]
 

图 6    垂直层理方向吸附孔分形维数的对比

Fig. 6    Fractal dimension of the adsorption hole in
the vertical bedding direction

0

1

2

−1

−2

−3

−4

ln
(V

/V
0
)

pL=0

pL=28.46 MPa
pL=32.59 MPa
pL=41.43 MPa
pL=51.80 MPa
pL=58.70 MPa

y=−0.138x−0.725
y=−0.973x−2.126
y=−0.847x−1.300
y=−0.805x−1.350
y=−0.816x−2.206
y=−0.267x−0.060

0 1 2−1−2−3−4
ln[ln(p0/p)]

 

图 7    平行层理方向吸附孔分形维数的对比

Fig. 7    Fractal dimension of the adsorption hole in
the parallel bedding direction

−5
−5

0

1

−1

−2

−3

−4

ln
(V

/V
0
)

pL=0

pL=28.46 MPa
pL=32.59 MPa
pL=41.43 MPa
pL=51.80 MPa
pL=58.70 MPa

y=−0.235x−0.148
y=−0.620x−0.973
y=−0.690x−1.284
y=−0.880x−2.086
y=−0.935x−2.684
y=−0.721x−1.055

0 1 2−1−2−3−4
ln[ln(p0/p)]

 

图 8    斜交层理方向吸附孔分形维数的对比

Fig. 8    Fractal dimension of the adsorption hole in
the oblique bedding direction
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线。从图 9 可以看出，对于渗流孔，在冲击后分形

维数最小值相近的前提下（垂直、平行及斜交层

理方向的分形维数的最小值分别为 2.51、2.57 和

2.55），垂直和斜交层理方向的分形维数减小率随

冲击荷载变化呈波动增加状态，平行层理方向的

分形维数减小率随冲击荷载增加呈减小态势，吸

附孔的分形维数减小率具有相同的变化规律。这

说明冲击荷载改造煤体孔隙具有明显的冲击方向

性，对于垂直和斜交层理方向煤体，需要较大冲击

荷载才能达到较好的促解增渗效果，而对于平行

层理方向煤体，较小冲击荷载就能达到很好的效

果。因此，在实际抽采瓦斯过程中，应尽量沿平行

层理方向布置炮孔，以达到消耗较少能量就能获

得较好促解增渗的目的。

进一步对比吸附孔与渗流孔的分形维数减小率发现，同一方向、同一冲击荷载下吸附孔的分形维

数减小率始终大于渗流孔的分形维数减小率（见图 9），说明冲击荷载对吸附孔的改造程度较渗流孔大，

即相对于冲击荷载提高瓦斯渗流与运移速度来说，冲击荷载能够更大程度地促进瓦斯的解吸，从而促

进大量吸附瓦斯转化为游离瓦斯。这也解释了外载扰动过程中会产生超量煤层气[38]、更容易发生瓦斯

爆炸与瓦斯突出的原因。

图 10 为不同方向煤体分形维数与冲击荷载关系曲线。从图 10 可以看出，冲击后渗流孔与吸附孔

的分形维数并不随着冲击荷载的增加持续减小，而是存在一个最小值，且不同方向的最小值所对应的

冲击荷载不同，但两种孔隙同一方向分形维数最小值所对应的冲击荷载却完全一致，即垂直与斜交层

理方向，渗流孔与吸附孔分形维数最小值对应的冲击荷载均为 51.80 MPa，平行层理方向分形维数最小

值对应的冲击荷载均为 28.46 MPa。这说明无论是渗流孔还是吸附孔，同一方向的最佳冲击荷载是相

同的，且对应的损伤值均介于 0.10～0.20 之间（见表 2），根据刘运通等 [39]、唐红梅等 [40] 的研究，该损伤

值范围正好属于爆破裂隙区，即不管哪个冲击方向，爆破裂隙区是最佳的致裂增渗区。

3    结　论

采用压汞实验及低温液氮实验测试方法，研究了冲击荷载对无烟煤微观孔隙分形参数的影响规

律，对比分析了冲击前后无烟煤的分形特征，得出以下主要结论。
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图 9    不同方向煤体渗流孔与吸附孔分形维数

减小率随冲击荷载的变化

Fig. 9    Fractal dimension reduction rates of the seepage hole
and adsorption hole vary with the impact load
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（1）孔径小于或等于 100 nm 的压汞实验数据及孔径大于或等于 100 nm 的低温液氮实验数据不具

有分形规律，获得了孔径大于 100 nm（渗流孔）、基于压汞实验数据的孔隙分形特征和孔径小于 100 nm
（吸附孔）、基于低温液氮实验数据的孔隙分形特征，且冲击荷载作用后吸附孔的分形维数明显小于渗

流孔，说明冲击荷载改善吸附孔的能力较渗流孔强。

（2）冲击荷载作用后的分形维数明显小于冲击前，说明冲击荷载改善了孔隙内部结构，降低了孔隙

的复杂程度、不规则程度及表面粗糙度，减小了孔壁摩阻力。对于渗流孔，冲击荷载提高了瓦斯的渗流

与运移速度；对于吸附孔，冲击荷载促进了瓦斯的解吸。

（3）分形维数减小率能够反映冲击荷载对煤体孔隙的改造程度，不管是渗流孔还是吸附孔，垂直和

斜交层理方向的分形维数变化率随冲击荷载变化呈波动增加状态，平行层理方向的分形维数变化率随

冲击荷载增加呈减小态势，说明冲击荷载改造煤体孔隙具有明显的冲击方向性，平行层理方向在能量

消耗较小的前提下就能达到较好的促解增渗效果。

（4）不同方向煤体的渗流孔和吸附孔所对应的最佳冲击荷载相同，垂直和斜交层理方向煤体的最

佳荷载均为 51.80 MPa，平行层理方向煤体的最佳冲击荷载均为 28.46 MPa，且对应的损伤值均属于爆破

裂隙区。
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Fractal Study on Influence of Impact Load on Microscopic Pore of Anthracite

WANG Yixian1,2, LIANG Weimin1

（1. School of Civil Engineering, Henan Polytechnic University, Jiaozuo 454000, Henan, China;

2. Henan Technical College of Construction, Zhengzhou 450064, Henan, China）

Abstract:  In order to reveal the influence of impact loading on the microscopic pore structure of anthracite,
the shock and stress waves of the impact stress in different attenuation processes were simulated by using the
split  Hopkinson  pressure  bar  (SHPB)  impact  loading  system,  and  the  fractal  characteristics  of  the  pore
structures of anthracite in different directions of Zhaogu No.2 Mine (vertical, parallel and 45° oblique to the
bedding direction) were studied by using the fractal theory based on the test data of mercury intrusion and
low-temperature liquid nitrogen before and after impacting. The results show that for the seepage hole, the
impact loading increases the gas seepage and migration velocity. For the adsorption hole, the impact loading
reduces  the  adsorption  capacity  of  the  adsorption  hole,  which  promotes  the  desorption  of  gas.  Fractal
dimension has obvious impact  directionality,  and the fractal  dimension of  the adsorption hole  is  obviously
smaller  than  that  of  the  seepage  hole;  the  optimal  impact  loadings  of  anthracite  in  different  directions  are
different. The optimal loading in the vertical bedding direction and the oblique bedding direction is 51.80 MPa,
and  the  optimal  impact  loading  in  the  parallel  bedding  direction  is  28.46  MPa.  The  research  results  can
provide support for the discussion of the mechanism of impact loading to promote gas drainage.
Keywords:   impact  loading；anthracite；fractal  theory；microscopic  pore；the  mercury  injection；low
temperature liquid nitrogen
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