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考虑剪胀效应的陶瓷动态球形空穴膨胀模型*
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摘  要：空穴膨胀理论常用来预测靶板对弹体的侵彻阻力。提出了一种陶瓷材料的球形空穴膨胀模型，通过引入

剪胀-运动学关系，考虑了陶瓷在破碎区的剪胀效应。根据剪切强度是否达到最大值（平台），将破碎区进一步划分为线

性破碎区（满足Mohr-Coulomb准则）和饱和破碎区（满足最大剪切强度）。首先，给出了计算空腔表面径向应力的方程；

其次，对陶瓷在不同扩张速度下的空腔膨胀过程进行了数值模拟；最后，讨论了抗压强度、体积模量、密度、泊松比和

抗拉强度等参数对空腔表面径向应力的影响。结果表明，模型预测的空腔径向应力、开裂区和破碎区界面速度与数值

模拟结果吻合良好；抗压强度对提高空腔的径向应力起主导性作用，密度的影响随空腔膨胀速度的增加而增加。
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陶瓷材料因其高硬度与低密度的特性，在防护装甲领域得到了日益广泛的应用。在分析侵彻问

题时，动态空穴膨胀理论常被用于简化靶板响应，通过求解空腔表面的径向应力来确定靶体的侵彻

阻力，进而建立用于评估陶瓷装甲抗弹性能的侵彻模型。因此，建立精确的陶瓷空穴膨胀模型兼具

重要的学术价值与军事应用前景。

Luk和 Forrestal[1]针对弹体侵彻钢筋混凝土靶板问题，首次提出了描述材料弹性-塑性响应的模
型。Xu等[2]在研究卵形弹侵彻素混凝土靶板时，建立了材料内部形成弹性-开裂响应的球形空穴膨
胀模型。之后，Forrestal和 Tzou[3]进一步发展了该理论，提出了材料内部形成弹性-开裂-塑性响应
的球形空穴膨胀模型，其中材料压力-体积应变关系被理想化为不可压缩或线性可压缩；剪切强度-
压力关系采用Mohr-Coloumb准则。他们的研究指出，如果空腔膨胀速度足够高，开裂区将消失，
形成弹性-塑性响应。在此基础上，He等[4]提出了考虑剪胀效应的混凝土动态球形空穴膨胀模型，

也发现了空穴膨胀速度足够高时开裂区会消失的现象。Xu和Wen[5]提出了考虑 Hoek-Brown强度准
则的混凝土动态球形空穴膨胀模型。Kong等[6]提出了考虑双曲屈服准则和Murnaghan状态方程的
混凝土动态空穴膨胀模型。Feng等[7]针对率相关混凝土材料，建立了考虑尺寸效应的修正 Drucker-
Prager Cap准则的动态球形空穴膨胀模型。Deng等[8]考虑了破碎区钢筋的环向约束效应，建立了适

用于钢筋混凝土材料的动态球形空穴膨胀模型。Pu等[9]根据空穴膨胀模型建立了分析钢筋混凝土墙

开坑半径和弹道极限的理论模型。

Forrestal和 Longcope[10]将空穴膨胀理论应用于陶瓷材料，得到了长杆弹侵彻陶瓷靶板的修正

A-T模型。Satapathy和 Bless[11]基于陶瓷在压缩失效后呈粉碎状态，假定陶瓷材料内部形成弹性-
开裂-破碎响应并满足Mohr-Coloumb准则，建立了相应的空穴膨胀模型以预测空腔表面径向应力。
随后，Satapathy和 Bless[12]提出了满足双曲线压剪行为的空穴膨胀模型，用来预测完整和破碎陶瓷

材料的阻力函数。基于剪切强度-压力的关系，Satapathy[13]进一步提出把破碎区划分为线性破碎区
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和饱和破碎区，得到了空腔表面径向应力的表达式；结果也表明：如果空腔膨胀速度足够高时开裂

区将消失，材料内形成弹性-破碎响应，这与 Forrestal和 Tzou[3]在混凝土中的研究结果一致。

Bavdekar等[14]针对陶瓷的剪切强度-压力关系提出了扩展的Mohr-Coloumb强度准则，并将其运用
到球形空穴膨胀理论中用来预测厚陶瓷靶板的抗侵彻阻力；Bavdekar等[15]根据新近提出的陶瓷空

穴膨胀模型建立了长杆弹侵彻厚陶瓷靶板的界面驻留和侵彻统一模型。Wang和 Li[16]将动态损伤演

化引入陶瓷的空穴膨胀模型中，用于预测弹体对陶瓷靶板的侵彻阻力。

Wang等[17]在研究弹体对混凝土介质侵彻与贯穿问题的比例尺度关系时考虑了剪胀效应。He等
[4]通过引入剪胀-运动学关系考虑了破碎区材料的剪胀效应和可压缩性，建立了混凝土材料的动态球
形空穴膨胀模型。Chen和More[18]从 ZrO2陶瓷液压实验结果中发现其相变塑性通常表现出剪胀效

应。Stam等[19]在研究陶瓷的裂纹扩展时考虑了剪胀效应。Satapathy和 Bless[12]通过引入雅可比行列

式来表征破碎区的密度变化（即剪胀效应），并建立了陶瓷的动态空穴膨胀模型。

然而，在已有的陶瓷空穴膨胀模型中，破碎区通常被视为线性压力-体变关系或简化为不可压
缩，只考虑了材料的压缩性而忽略了膨胀性，可能会给结果带来较大误差。本文提出一个考虑剪胀

效应的陶瓷材料动态球形空穴膨胀模型，通过引入剪胀-运动学关系，考虑材料在破碎区的剪胀效
应和压缩性。同时，根据剪切强度是否达到最大值，将破碎区进一步划分为线性破碎区（满足

Mohr-Coulomb准则）和饱和破碎区（满足最大剪切强度），并给出计算空腔表面径向应力的方程和
数值解。利用新近开发的陶瓷动态本构模型来数值模拟 AD995陶瓷在不同扩张速度下空腔的膨胀
过程。将模型预测与数值模拟结果进行比较，并讨论抗压强度、体积模量、靶板密度、泊松比和拉

伸强度对空腔径向应力的影响。

1 动态球形空穴膨胀近似理论

1.1 响应区
在无限大介质中，假定一个球形空穴直径从零开始以恒定速度 V向外膨胀。当膨胀过程达到

稳态后，空腔周围将形成一系列稳定的响应区域。确定这些响应区的分布是确定材料空腔径向应力

的首要步骤，如图 1所示。在较低的空腔膨胀速度下，陶瓷介质内部形成以下响应区：空腔、饱和
破碎区、线性破碎区、开裂区、弹性区。空腔瞬时膨胀产生的弹性波以体波速向外传播。弹性区内

材料承受的环向应力为拉伸应力，由于陶瓷的抗拉强度很低，环向拉应力超过材料抗拉强度时将出

现径向裂纹，形成开裂区，在该区域内材料的承载模式发生转变，仅能承受径向压缩应力。一旦该

应力值超过材料的抗压强度，介质将被压溃，进而形成破碎区，最终在材料内部形成弹性-开裂-破
碎响应[13]，见图 1（a）。随着空腔膨胀速度的提高，开裂区范围逐渐收缩，而破碎区边界向外扩展
并可能超越开裂区，致使开裂区完全消失，材料响应随之转变为弹性-破碎响应[13]，见图 1（b）。
实验表明：陶瓷材料的剪切强度具有明显的压力相关性，在围压相对较小时陶瓷材料被认为服从

Mohr-Coulomb准则；在围压较大时，其剪切强度趋于一恒定值[20,21]。因此，陶瓷材料的破碎区又

可进一步划分为两个子响应区：线性破碎区（满足Mohr-Coulomb准则）和饱和破碎区（满足最大
剪切强度）。 最
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(a) Elastic-cracked-comminuted response

(b) Elastic-comminuted response

图 1陶瓷靶板的响应区示意图

Fig. 1 Response regions in a ceramic target

1.2 扩容方程
破碎区陶瓷（处于颗粒/粉末态）的体积变化主要有两种机制：压缩机制（空穴崩塌）与膨胀

机制（裂纹扩展）。体积膨胀还是压缩取决于由哪一种机制主导。传统的空穴膨胀理论通常采用线

性压力-体变关系或不可压缩模型来描述破碎区的体积变化，这一处理方式只考虑了材料的压缩机
制，而忽略了膨胀机制，从而难以准确描述破碎区的剪胀效应。因此，本文通过引入剪胀-运动学
关系来精确描述陶瓷材料空穴膨胀过程中破碎区材料的体积变化。

基于脆性材料爆破实验的实验结果[22]，爆破区附近材料的体积应变率和剪切应变率之比可以近

似为常数，即剪胀-运动学关系：

2
r r r r
          

（1）

式中 为粒子速度， 为体应变率， 为剪切应变率，扩容系数 v / 2 /r r      / /r r      

作为材料参数，其数值由靶体自身材料属性与外部载荷条件（体现为最大剪应力与平均静水压的比

值）共同决定。积分上式，并取边界条件 。本文采用 Forrestal[3]使用过的相似变换的方0 0( , )r t V 

法，取以下无量纲变量；

， ， ， ， ，0/r V t  1 / dr c t  0/U V 1 / dU c /d pc c  1 /c pc c  （2a）

其中

0

2
0/ /p dc K V c  ， （2b）

将无量纲粒子速度 和无量纲半径 代入可得破碎区的无量纲粒子速度为：U 

kU   （3a）

其中

2
1

k 





 （3b）

式中压缩系数 反映了材料处于不同状态: 当 时，材料处于不可压缩状态；当 时，材料k 2k  2k 
处于膨胀状态；当 时，材料处于压缩状态。2k 
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1.3 弹性-开裂-破碎响应
在欧拉坐标系中，球坐标形式的质量和动量守恒方程可以表示为：

2
r r t r
                    

（4a）

 2 rr

r r t r
    

          
（4b）

式中 和 分别为径向和环向 Cauchy应力。同时，弹性区和开裂区仍满足以下关系，即：r 

 01 /p K    （5a）

3
rp  

 

  
 

 
 ， （5b）

其中 ， ， 和 分别是静水压力，材料变形前密度，材料变形后的密度和体积模量。p 0  K

1.3.1 弹性区

根据 Forrestal和 Tzou[3]的结果，弹性区和开裂区交界面上（弹性区一侧）的径向应力和粒子的

无量纲速度可以分别表示为：

      
      

2 3
1 1

4 2 3
1 1

1 2 3 1
2

1 2 3 2 1
r tf

    


   

    
  

     
（6a）

    
      

2
1 1

4 2 3
1 1

3 1 1 2 1

1 2 3 2 1
tfU

E
   


   

   
  

     
（6b）

式中

 

2
2 1

3 1
p

e

c
c




  
    

（6c）

 
  

2

0

1
1 1 2e

E
c


  




 
（6d）

式中 ， 和 分别为拉伸强度，泊松比和弹性波速。tf  ec

1.3.2 开裂区

在弹性区和开裂区的交界面上，需要满足 Hugoniot跳跃条件，即：

   3 3 3 3 4 4 4 4r d r dc c            （7a）

   3 3 4 4d dc c      （7b）

将式（6a）和（6b）代入到 Hugoniot跳跃条件并进行相似变换，考虑到 ， 后可以得到：tf r K 

 
 

2
1 4

3 4 2
1 4

2

3
t

r r

f U

U

 
 

 


 

 
（8）
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  
 

4
3 4 2

1 4

2 /

3
tf K U

U U
U

 
 

 


 

 
（9）

式中 和 分别表示在弹性区和开裂区交界面上（开裂区一侧）的径向应力和粒子的无量纲速3r 3U

度。

在开裂区，材料只承受压缩径向应力，因此将线性压力-体变关系代入质量和动量守恒方程并进行
相似变换再积分可得：

 2
1 1

31t
r t

A B
 

 
   

  
（10）

 
 1 2

11

41 3
2

t t

t

A BU
K A


 

 
    

  
（11）

式中：

   

 

2 2
1 1 3 1 3

22
1

6 2 3

3

r
t

K U
A

    



    


（12）

   

 

2 2
1 3 1 1 3

22
1

3 6

3

r
t

K U
B

    



   


（13）

开裂区和破碎区交界面上（开裂区一侧）的边界条件满足 （ 为材料的抗压强度），'
1 1 r cf  ， '

cf

将边界条件代入式（10）和式（11）可得：

 
 

1/22 '

'

12

2
t t t c t

c t

A A B f B

f B


    


（14）

 2

2 3 2

3 2
6

t t
A BU

K K


 


   （15）

1.3.3 破碎区

求解空腔径向应力之前需要先确定破碎区的密度。将扩容方程（3a）得到的无量纲粒子速度代
入质量守恒方程（4a）并整理可得破碎区的密度，即：

  12 k kk
t r
             

（16）

根据相似变换可得 ， ，代入上式得：2
0

f r df
t V t d


 

 0

1f df
r V t d






  22 k

d dk  
   

 （17）

积分上式，得到破碎区密度的表达式，即：
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2
1 11

k
k k

x  


      （18a）

其中 为常数，当无量纲径向位置 且 时，上式可表示为：x /dc V  0k 

2
1 1

1 1
k

k k
x  


     （18b）

其中 为破碎区与开裂区交界面上（破碎区一侧）的材料密度。1

（1）线性破碎区
根据材料是否达到最大剪切强度，可将破碎区进一步划分为线性破碎区和饱和破碎区。在线性

破碎区，材料满足Mohr-Coulomb准则，即：

0r p      （19）

其中 ， 为材料参数，通过对陶瓷的材料实验数据线性拟合得到，将式（5b）代入Mohr- 

Coulomb准则可得：

  02 /r r       （20a）

6
3 2







（20b）

将上式与式（3a）代入动量守恒方程（4b）并进行相似变换可得：

 20r rd dUV U
d d

 
 

   
     （21）

在开裂区和线性破碎区交界面上，通过代入 Hugoniot跳跃条件，即：

   2 2 2 2 1 1 1 1r d r dc c           （22a）

   2 2 1 1d dc c      （22b）

表示交界面上线性破碎区一侧，由式（3a）确定； 表示开裂区一侧的粒子速度； 是交界面1 2 1

上（线性破碎区一侧）的密度，由公式（18a）确定； 是开裂区一侧的密度，由式（5a）得到。2

因此，将以上参数代入式（22a），即可求解得到开裂区和线性破碎区交界面上线性破碎区一侧的径
向应力，即：

     
2

' 2 1 2 1 21
1 2 2 01 1

k
k k kk

r c xf K U U V     


       （23）

将上式代入式（21）中可得线性破碎区的控制方程，即：

   2 2 1 10
0

r k k
d

k V
d


  

  
   

 
         （24）

将上式积分并将由扩容方程得到的密度公式（18a）代入可得到空穴表面的径向应力，即：

   
1 12

2 1 2 1 101
1 0 1 1

1
k

k k kk
n r xk V d d    

         



              （25a）

 
1

10 0
1

1d  
  

 
   （25b）
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式中 可通过数值方法求解。   
1 2

1 2 11
1

1
k

k k kk d     


       
（2）饱和破碎区
当材料达到最大剪切强度时，破碎区内部形成线性-饱和破碎响应。假设线性破碎区和饱和破

碎区交界面处的无量纲径向位置 ，此时Mohr-Coulomb准则可表示为： 

maxr     （26a）

为材料的最大剪切强度，同时在 处的径向应力为：max  

max 02
r

 


 
  （26b）

代入动量守恒方程（4b）可得饱和破碎区的控制方程，即：

 2max2rd dUV U
d d


 

  
    （27）

代入根据扩容方程得到的密度公式（18a），积分可得最终的空穴表面的径向应力，即：

   
2

2 1 2 1 1max 0 1
0 01 1

2
1 2

k
k k kk

n xk V d d
  

        
 


            （28a）

式中 通过数值方法求解，同时：   
2

1 2 11
1

1
k

k k kk d


   


     
1

max max1
2 2 lnd


      （28b）

通过联立线性破碎区的径向应力公式（25）和上式，可以通过数值方法求解得到 值，即：

   
1 12

2 1 2 1 1max 0 01
1 0

2
1

k
k k kk

r xk V d d     
 

  
         

  


            

 
   （29）

当破碎区所有区域都达到最大剪切强度时，即 ，线性破碎区消失；当破碎区未达到最1 / 
大剪切强度时，即 ，饱和破碎区还未产生，此时通过式（25）即可求解得到空穴表面的径向1 
应力；而当 时，破碎区内部可划分为线性破碎区和饱和破碎区，破碎区内形成线性-饱1 1 /  
和破碎响应。

综上所述，空腔表面径向应力的求解遵循以下步骤：首先，对于给定的 ，由式（6）得到1

和 ；然后代入到式（8）和（9）得到 和 ；再代入到式（12）和（13）得到 和 ；4r 4U 3r 3U tA tB

再将其代入到式（14）和（15）得到 和 ；然后代入到式（23）和（2b）得到 和 ；最后代 2U 1r 

入到式（29）求得 值并通过式（25）或（28）最终求出空腔表面的径向应力。

为验证 取值的正确性，本文利用尚未使用过的式（22b）来检验计算结果。对式（22b）进1

行相似变换可得：

 
1

1 2 2
1

1
k

k U 


 
  

 
（30）

开裂区和破碎区交界面上的边界条件为 ，因此可以求得：1 1 
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 
3

1 1
2 1 1 k kU      （31）

通过对比式（31）和式（15）所给出的无量纲速度 ，可以评估解的收敛性。当二者之间的差值2U

满足预设的精度要求时，则认为获得了最终结果，即确定了空腔表面的径向应力值。

1.4 弹性-破碎响应
当空腔膨胀的速度继续增大并超过某一临界值时，开裂区会消失，靶体材料内部形成弹性-破

碎响应。此时，弹性区与破碎区直接相邻，在交界面上有 。1 1 

已知在弹性区内，通过广义胡克定律可以得到：

    1 2
1 1 2r

E u u
r r

  
 

        
（32a）

  1 1 2
E u u

r r 
 

       
（32b）

式中 是粒子速度， 是泊松比，将方程代入到动量守恒方程式（4b）并引入无量纲变量u 

可得：2
d

e

cuu
ct c

 ，

2 2
2 2
2 12 2 2

1 1 1 1 1

2 2u u u u 
    

  
  

  
（33）

积分上式可得：

2 2
2 1

2 1 2 2
2 1

1 31
3t tu C D  

 
 

 
   

 
（34）

由未扰动区和弹性区界面的边界条件可得 时 ，代入上式可得：1 21 /  0u 

2
3t tC D  （35）

材料在弹性区与线性破碎区的交界面处两侧的力学行为可同时由Mohr-Coulomb准则描述，且在交

界面上 ，因此将式（34）和（35）代入到式（20）可得：1 1 

  
        

2
2 0

2
2 2 2

6 1 1 2
3 2 1 1 2 3 1 1tC

E
   

       
 


        

（36）

将粒子的速度和位移关系 代入到式（34）并进行相似变换可得：1 u u
r t

       
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2 2
2 1

2 1 1 22 2 2 3
2 1 2 11

1

2 2 3
1 2 1

21 3
3 3

21 1
3

t
t t t

t
t

Ddu C D Cu
dU du DCd

    
   

  

   
      

    
    
 

（37）

当 时，将式（35）代入到上式即可得交界面上弹性区一侧的无量纲粒子速度为：1 1 

 
 

2
2

4 2
2 2

3 1

2 2 1
t

t

C
U

C


 




 
（38）

本文将式（23）和（2b）中得到的 和 代入到式（28）和式（29）求得 值和空腔表面的1r  

径向应力。同时在弹性-破碎响应中用式（38）得到的 来代替原式中的 ，此时 ，4U 2U  2 /e pc c 

并且用式（31）给出的无量纲速度来验证 的取值。即可确定靶体材料内部形成弹性-破碎响应时4U

空腔表面的径向应力。

2 球形空穴膨胀的数值模拟

为验证前述理论模型，数值模拟方法被用于分析陶瓷材料中的动态球形空穴膨胀过程。通过采

用新近提出的陶瓷动态本构模型[23,24]用于模拟 AD995陶瓷在不同扩张速度下空腔的膨胀过程，该
本构模型综合考虑了压力依赖性、Lode角、应变率效应、剪切损伤和拉伸破坏，并引入了一个新
的状态方程。该动态本构模型和有限元模型的简要描述如下。

2.1 材料模型
2.1.1 状态方程

陶瓷材料的状态方程可以写成：

   
2 3

' '1 2 3

0

1, 1 1
1 2

v v v
s s

v

K u K u K up e e
f u

   


   
         

（39）

式中 、 和 为常数， 为弹性体积模量， 和 分别是材料的比内能和体积应变， 是1K 2K 3K 1K e vu '
s

Gruneisen系数， ，式中 为实体材料在自然状态下的 Gruneisen系数。 是体积
'

0 00 /s    00  vf u

应变的函数，可表示为：

 
   

0

exp
HEL

mv
v vHEL v vHEL HEL

p p
f u

a u u b u u p p

 
     

（40）

式中 表示达到 HEL时所对应的体积应变， 、 和 为常数。将式（42）代入式（41）中，vHELu a b m

重新排列可以得到陶瓷材料的状态方程，即：
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 
   

     

2 3 00
0 00 1 2 3

2 3
1 2 3 00

0 00

1
2 1

,
1

2 11 exp

v
v v v HEL

v

v

v v v v
HELm

vv vHEL v vHEL

ue K u K u K u p p
u

p u e
K u K u K u ue p p

ua u u b u u


 


 

  
      

   
 

              

（41）

2.1.2 强度面

陶瓷的动态强度面可以写成：

   
   

   

3 , 0
3 + 3 3 / , 0 / 3

tanh / / (3 ) , / 3

tt

tt cc tt cc c

cc c c cc c c

p f r e p
Y f f f p f r e p f

f Bf p f f f r e p f






  
        
    

（42）

式中， 为剪切强度； 和 分别表示陶瓷无围压动态压缩和拉伸强度； 为 Lode角效应；Y ttf ccf  ,r e B

为材料常数，通过三轴压缩准静态试验确定；同时提出了拉伸和压缩的“S”形应变率曲线。其中
拉伸增强因子可写成以下形式：

 '
0

tanh logtt
t m y x y

t

f F W S W W
f




  
      

   


 （43）

式中 、 、 和 为待定常数； 。假定在相同的应变率下，应变率效应引起的拉伸强xW yW mF S 1
0 1s 

度的增量等于压缩强度的增量。则仅受到应变率效应影响的压缩动态增强因子 可写成以下形式：c

  ' '1 / 1c t t cf f    （44）

令 =0和 ，残余强度面可以从式（44）中得到，即：ttf '
cc cf f r 

 
   

'

' ' ' 'n

3 , 0 / 3

ta h / / 3 , / 3
c

c c c c

p r e p f r
Y

f r Bf p f r r e p f r





            
（45）

式中 为常数， 为在准静态无围压压缩下的残余强度。r '
cf r

表 1给出了 AD995陶瓷在当前动态本构模型中的材料参数。限于篇幅，有关上述陶瓷动态本
构模型的更多细节，感兴趣的读者请参考文献[23,24]。

2.2 有限元模型
本文通过采用数值模拟的方法对材料的空穴膨胀过程进行分析[25]，通过直接引入复杂的本构模

型来更加精确地描述材料的力学行为，可以得到更加可靠的空腔表面径向应力数据。建立的球形空

穴膨胀有限元模型如图 2（a）所示。模型几何上为一个内、外半径分别为 0.5 m与 10 m的半圆环
域。利用模型的球对称性，采用二维轴对称单元进行离散。为模拟空腔的稳定扩张，在其内表面所

有节点上施加了恒定的径向速度边界条件，以此表征空腔表面以速度 V 向外扩展，如图 2（b）所
示。

表 1 AD995陶瓷在当前材料模型的各种参数值

Table 1 Various parameter values in the current model for AD995 ceramic 

Equation of state K1(GPa)

239.0

K2(GPa)

-29.53

K3(GPa)

1142

a

-2503

m

1.796

b

-179.8

Strength surface (GPa)'
cf (GPa)tf B 
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Strain rate effect
mF

3
xW

3.2

yW

2

S
1.25

(s-1)0

1

Shear damage
l

0.6

r

0.3
m

0.3
s

7.5

Tensile damage
1c

3
2c

6.93

frac

0.02

(a) Overall view of the model(b)Enlarged view of the cavity region

图 2球形空穴膨胀有限元模型

Fig. 2 Finite element (FE) model for spherical cavity expansion

通过使用上述新近开发的陶瓷动态本构模型作为数值模拟空穴膨胀过程的计算本构模型，以

AD995氧化铝陶瓷为例，空腔的扩张速度分别为
150m/s、300m/s、450m/s、600m/s、750m/s、900m/s。数值模拟所得到的空腔表面径向应力和开裂
区与破碎区的边界速度将与前文建立的理论模型数值计算结果进行比较。

2.3 网格敏感性分析
为了确保数值模拟结果的准确性与独立性，避免因网格划分的尺寸对空腔表面径向应力的模拟

结果产生较大影响，本文进行了网格敏感性分析，旨在确定一个既能保证计算精度又能兼顾计算效

率的网格方案。

通过采用不同尺寸组合的网格方案对扩张速度为 600m/s时的空腔膨胀过程进行数值模拟，图
3给出了空腔径向应力随时间变化曲线（空腔径向应力-时间历程）。从图 3可以看出数值模拟得到
的空腔表面的径向应力在时间较小时出现一定幅度的振荡，随着时间增大趋于一稳定值；从图 3还
可以看出 和 单元尺寸得到的空腔径向应力-时间历程几乎相同；另外，1.5 2.5mm mm 1.5 1.5mm mm
不同尺寸组合的网格方案对稳定后空腔径向应力的取值影响很小，网格径向长度达到 时的收4.5mm
敛时间相对较长。因此，本文综合考虑了计算精度和计算效率之后，在数值模拟中采取

尺寸的网格来计算空腔径向应力。1.5 2.5mm mm 最
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图 3不同网格尺寸方案的空腔径向应力-时间历程

Fig. 3 Cavity radial stress-time histories for various mesh sizes

3 结果和讨论

3.1 本构参数的确定
下面将呈现前文的动态球形空穴膨胀模型的数值结果。首先需要确定陶瓷材料服从Mohr-

Coulomb强度准则下的相关参数。通过对各种陶瓷的材料实验进行分析，可以得到陶瓷材料的压力
-体变关系（强度面），如图 4所示。由图 4中的实验数据拟合可得Mohr-Coulomb准则下的本构参

数，即 。' '
0 max0.6 1.1 2.28c cf f    ，，

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5
 Al2O3,Wilkins et al.[26]

 AlN,Chen et al.[27]

 AlN,Heard et al.[28]

 B4C,Wilkins et al.[26]

BeO,Wilkins et al.[26]

 BeO,Heard et al.[28]

 Al2O3,Rosenburg et al.[20]

 AlN,Rosenburg et al.[29]

 B4C,Bourne et al.[30]

 SiC,Bourne et al.[31]

 SiC,Feng et al.[32]

Y/
fc

'

P/fc'

Y/fc'=0.6+1.1P/fc'

Y/fc'=2.28

图 4 特定参数下Mohr-Coulomb强度面与陶瓷实验数据的比较

Fig. 4 Comparison of the Mohr-Coulomb strength surface under specific parameters with the ceramics experimental data

3.2 空腔径向应力
本文对 AD995陶瓷在给定扩张速度下的空穴膨胀过程进行数值模拟，图 5给出了空腔表面径

向应力的数值模拟结果与模型预测结果的比较，可以得到当压缩系数 时，数值模拟与理论模1.7k 
型的预测结果吻合良好。因此我们取陶瓷材料的压缩系数 值为 1.7，即破碎区存在剪胀效应（k
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）。图 5也给出了本文理论模型与 Satapathy提出的模型[13]关于空腔径向应力预测的比较，可2k 
以看出当空腔膨胀速度为 0时，两个模型对空腔径向应力（即靶板静阻力）的预测值比较吻合；随
着空腔膨胀速度的增大，在相同空腔膨胀速度下，本文理论模型预测的空腔表面径向应力系统地高

于 Satapathy模型的预测结果。这一差异主要由以下因素造成的：Satapathy将破碎区材料简化为不
可压缩关系，忽略了材料发生剪胀效应；并假设材料完全破碎而采用陶瓷材料在残余强度面的

Mohr-Coulomb准则参数，从而低估了空穴膨胀所需的空腔径向应力。
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图 5空腔表面径向应力数值模拟与理论预测结果的比较

Fig. 5 Comparison of radial stress at the cavity surface by present model predictions with the numerical simulation

图 6给出了 时 AD995陶瓷空腔径向应力的理论预测结果与拟合曲线，其满足二次函数1.7k 
关系，即：

2
0 1 2n a a V a V    （48）

其中 为拟合常数。根据文献[13]，AD995氧化铝陶瓷的单轴压缩强度 ，体积0 1 2a a a，， ' 2.62cf GPa

模量 ，弹性模量 ，拉伸强度 ，密度 ，泊松231.8K GPa 373E GPa 0.26tf GPa 3
0 3890 /kg m 

比 ，最大剪切强度 。对 AD995陶瓷空腔应力的理论计算结果进行曲0.23  '
0 2.28 5.928cf GPa  

线拟合，可以得到 ， ， 。9
0 8.83 10a   6

1 6.05 10a   3
2 1.84 10a  
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图 6 k = 1.7时空腔径向应力与空穴膨胀速度关系和拟合曲线

Fig. 6 Relationship between radial stress at the cavity surface and cavity expansion velocity with k = 1.7

3.3 开裂区与破碎区的边界速度
图 7为压缩系数 时，理论计算得到的开裂区与破碎区的边界速度与数值模拟结果的比较,1.7k 

图中也给出了 Satapathy模型的预测结果。可以发现，当扩张速度比较低时，材料内部形成弹性-开
裂-破碎响应；而随着扩张速度的增大，破碎区的边界速度逐渐逼近开裂区的边界速度。最终开裂
区会被破碎区替代，材料内部转变为弹性-破碎响应。从图 7可以看出，当 时，理论预测的1.7k 
开裂区与破碎区的边界速度与数值模拟结果吻合较好，当膨胀速度较大时 Satapathy[13]的理论预测

的破碎区边界速度小于数值结果。从图 7也可以看出，开裂区与破碎区的边界速度在空腔膨胀速度
为 954m/s时交汇，当前模型预测与 Satapathy[13]的理论预测结果也比较一致。
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图 7 k = 1.7时开裂区与破碎区的边界速度与数值模拟结果的比较
Fig. 7 Comparison of the boundary velocity of and with the numerical simulation results with k = 1.7dc cc

图 8通过数值模拟直观呈现了陶瓷球形空穴膨胀过程中的响应区演化。各响应区颜色标识如下：
白色代表空腔，红色为破碎区，绿色对应开裂区，蓝色表示弹性区。可以清晰看到，破碎区范围随

着空穴膨胀速度的增加而显著增大，而开裂区范围则相对缩小。当速度达到 1000 m/s时，开裂区
近乎完全消失。这一观测现象与前文理论模型的预测结果比较吻合。
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(a) 300m/s (b) 1000m/s

图 8模型不同空穴膨胀速度的响应区情况

Fig. 8 The response region conditions of different cavity expansion speeds in the model

3.4 材料参数对空腔径向应力的影响
相同陶瓷的材料参数（如抗压强度、密度等）并非一个确定值，这些参数会因其制备工艺的差

异（如烧结温度与时间、原料粉末纯度、致密化程度等）而发生变化。因此，讨论合理范围内参数

变化对空腔径向应力的影响对提高陶瓷抗侵彻性能具有一定现实意义。下面系统性地讨论多种靶板

材料参数（抗压强度、体积模量、泊松比、拉伸强度、密度）对空腔径向应力以及靶板静阻力 的0a

影响规律。以 AD995陶瓷为例，图 9给出了特定材料参数单独变化时（增幅 50%）对空腔径向应
力的影响。在理论计算中，取扩容系数 。1.7k 
由图 9（a）可以得到：抗压强度提高 50%，当空腔膨胀速度为 0 m/s、400 m/s和 800 m/s时空

腔径向应力分别提高了 38.1%、37%和 30%。结果表明抗压强度对空腔径向应力具有显著影响，尤
其是对靶板静阻力 的影响最为显著。0a

由图 9（b）可以得到：体积模量提高 50%，当空腔膨胀速度为 0 m/s、400 m/s和 800 m/s时空
腔径向应力分别提高 6.2%、4.5%和 4.2%。结果表明体积模量对空腔径向应力与靶板静阻力 的影0a

响比较显著，尤其对 的影响更为突出。0a

由图 9（c）可以得到：泊松比提高 50%，当空腔膨胀速度为 0 m/s、400 m/s和 800 m/s时空腔
径向应力分别下降 3.4%、1.8%和 1.2%。结果表明泊松比对空腔径向应力的影响较小，且影响随着
空穴膨胀速度的增大而减小，在较高的膨胀速度下可以忽略不计。

由图 9（d）可以得到：拉伸强度提高 50%，当空腔膨胀速度为 0 m/s、400 m/s和 800 m/s时空
腔径向应力分别提高 3%、0.9%和 0.3%。结果表明拉伸强度对空腔径向应力的影响很小，且影响随
着空穴膨胀速度的增大而减小，在较高的膨胀速度下可以忽略不计。

由图 9（e）可以得到：密度提高 50%，当空腔膨胀速度为 0 m/s、400 m/s和 800 m/s时空腔径
向应力分别提高 0.1%、4.5%和 11%。结果表明密度对 几乎没有影响，但对空腔径向应力的影响0a

随着空穴膨胀速度的增大而明显增大，在较高的膨胀速度下密度对空腔径向应力的影响较为显著。最
新
录
用
，
非
最
终
出
版
稿



高压物理学报
CHINESE JOURNAL OF HIGH PRESSURE PHYSICS

16

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4
5

10

15

20

25

30

35
R

ad
ia

l s
tre

ss
 (G

Pa
)

Cavity expansion velocity (km/s)

fc'=3.14GPa
fc'=2.62GPa
fc'=2.10GPa

(a)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
8

10

12

14

16

18

R
ad

ia
l s

tre
ss

 (G
Pa

)

Cavity expansion velocity (km/s)

K=278.16GPa
K=231.8GPa
K=185.44GPa

(b)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
8

10

12

14

16

18

R
ad

ia
l s

tre
ss

 (G
Pa

)

Cavity expansion velocity (km/s)

υ=0.276
υ=0.23
υ=0.184

(c)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
8

10

12

14

16

18

R
ad

ia
l s

tre
ss

 (G
Pa

)

Cavity expansion velocity (km/s)

ft=0.312GPa
ft=0.26GPa
ft=0.208GPa

(d)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
8

10

12

14

16

18

R
ad

ia
l s

tre
ss

 (G
Pa

)

Cavity expansion velocity (km/s)

ρ0=4668kg/m2

ρ0=3890kg/m2

ρ0=3112kg/m2

(e)

图 9 各种靶板参数对空腔径向应力的影响(a) 抗压强度 fc
’；(b) 拉伸强度 ft；(c) 体积模量 K；(d) 泊松比 ；(e) 

密度 0

Fig. 9 Influences of various target parameters on radial stress at the cavity surface(a) Compressive strength fc
’；(b)  

Tensile strength ft；(c) Bulk modulus K；(d) Poisson’s ratio ；(e) Density 0
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4 结  论

本文通过引入剪胀-运动学关系，提出了考虑剪胀效应的陶瓷球形空穴膨胀模型。破碎区采用
Mohr-Coulomb强度准则后根据其是否达到最大剪切强度，进一步划分为线性破碎区和饱和破碎区，
得到了计算空腔表面径向应力的方程和数值解，分析了抗压强度、密度等参数对空腔径向应力的影

响。同时，使用新近开发的陶瓷动态本构模型数值模拟了 AD995陶瓷在不同扩张速度下的空穴膨
胀过程，将模型预测的空腔径向应力和开裂区破碎区边界速度与数值模拟结果进行了比较。主要结

论如下：

（1）模型预测的空腔径向应力、开裂区和破碎区界面速度与数值模拟结果吻合良好；空腔径
向应力随膨胀速度的增大而增大。

（2）理论模型和数值模拟皆表明，当空穴膨胀速度超过一定值时破碎区边界速度会超过开裂
区边界速度，开裂区消失。

（3）研究发现陶瓷的抗压强度对空腔径向应力起主导性作用，密度对空腔径向应力的影响随
空腔膨胀速度的增加而增加。
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A Dynamic Spherical Cavity Expansion Model for Ceramics Considering Shear-

Dilatancy
LI Xiao, LIANG Xuan, WEN Heming

（CAS Key Laboratory for Mechanical Behavior and Design of Materials, University of 
Science and Technology of China, Hefei 230026, Anhui, China）

Abstract: The cavity expansion theory is often used to predict the penetration resistance of a target against 
a projectile. A dynamic spherical cavity expansion model for ceramic materials is suggested by considering 
shear-dilatancy effect through introducing a dilatancy-kinematic relation in comminuted region. The 
comminuted region is further divided into a linear comminuted region (satisfying the Mohr-Coulomb 
failure criterion) and a saturated comminuted region (satisfying the maximum shear strength), depending 
on whether the shear strength reaches its maximum (plateau). Firstly, equations for calculating radial stress 
at cavity surface are derived. Secondly, numerical simulations of cavity expansion process in ceramics at 
different expansion velocities are conducted. Finally, the effects of key parameters such as compressive 
strength and density on the cavity surface radial stress are discussed. It is shown that the model predictions 
for cavity radial stress and interface velocities of cracked and comminuted regions are in good agreement 
with numerical simulations. It is also shown that compressive strength plays a dominant role in enhancing 
cavity radial stress and the influence of density increases with increasing cavity expansion velocity.
Keywords: spherical cavity expansion; ceramics; theoretical model; resistance function; numerical 
simulation
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