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锡的多相物态方程的第一性原理计算研究

陈凯乐1，王越超1，徐远骥2，刘    瑜1，咸家伟1，王丽芳1，简    单3，刘海风1，宋海峰1

（1. 北京应用物理与计算数学研究所计算物理全国重点实验室,  北京　100088；

2. 北京科技大学应用物理研究所,  北京　100083；

3. 中国工程物理研究院材料研究所表面物理与化学重点实验室,  四川 绵阳　621908）

摘要：金属锡是高压物理领域研究的热点，也是国防科技领域关注的重要材料。锡具有丰

富的物相，无论是基础研究，还是工业应用，锡的多相物态方程和相界都至关重要。采用密度泛

函理论结合平均场势方法，系统研究了锡的高温高压多相物态方程、相界、弹性模量、声速和

Hugoniot 线等，获得了高温高压下锡的多相物态方程，计算得到的 β-γ相界、β-Sn 的常压声速与

实验结果吻合较好。此外，进一步研究了不同密度泛函对锡的高温高压物态方程的影响。结果

表明：通过局域密度梯度近似（ local  density  approximation，LDA）和 PBEsol 泛函得到的主

Hugoniot 线及常压弹性模量与实验结果具有较好的一致性；与其他泛函相比，通过 SCAN

（strongly constrained and appropriately normed）泛函描述的相界的偏差较大，但描述的 β-Sn

的常压声速与实验结果更接近。

关键词：多相物态方程；弹性模量；第一性原理计算；平均场势

中图分类号：O521.2                      文献标志码：A

锡（Sn）是一种常见且重要的元素，不仅广泛应用于电子工业和军事[1] 领域，在冲击防护[2]、地球物

理和冶金行业 [3] 也具有重要的应用价值。锡元素位于元素周期表的第Ⅳ主族，同主族中，位于锡以上

的碳、硅和锗元素倾向于形成强共价键的金刚石结构，位于锡以下的铅元素具有稳定的金属性，而中间

位置的锡对温度和压力均较为敏感。在实际应用中，当锡所处的温度和压力在较大范围内变化时，锡

会发生复杂的相变。因此，研究锡在宽温域、宽压力下的多相物态方程可以丰富对金属锡物性的认识，

并指导其在生产中的应用。
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长期以来，学者们针对锡的物态方程开展了大量实验研究。早期静高压实验表明：在室温和常压

下，体心四方相（body-centered tetragonal，BCT）的 β-Sn（空间群为 I41/amd）稳定存在；当温度低于

286 K 时，Sn 会发生相变，转变为类金刚石的面心立方（face-centered cubic，FCC）结构的 α-Sn（空间群为

）[4]，这种相变伴随 27%的体积膨胀，容易引起锡制器具损坏，被称为“锡疫”[5]。2013年，Salamat等[6]

通过静高压实验指出，在室温、压力高于 10.8 GPa 时，β-Sn 会转变为晶格常数之比 c/a≈0.91 的 BCT 结

构的 γ-Sn（空间群为 ），两相可在 15.7 GPa 以下共存。而 Liu 等[7] 测得的两相共存的压强区间更

小，约为 9.7～11.1 GPa。室温下，随着压力升高，Liu 等 [7] 和 Olijnyk 等 [8] 观察到，γ-Sn 在约 42 GPa 转变

为体心立方（body-centered cubic，BCC）结构的 δ-Sn（空间群为 ）；Desgreniers 等[9] 根据较高压力段的
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实验数据获得该相变压强为 (45±5) GPa。然而，Salamat 等[6] 发现，在 32 GPa 左右，体系首先发生从 γ相

到体心正交（body-centered orthogonal，BCO，空间群为 ）结构的转变，然后再由 BCO 相缓慢转变为

δ相，两相在 40～70 GPa 压力区间共存。Smirnov[10] 通过第一性原理计算指出，可能是实验中应力-应变

的各向异性导致了 BCO 畸变。2000 年，Mabire 等[11] 利用冲击试验获得了锡的高温高压 β-γ相界，但与

静高压结果相比，存在相变压强的滞后。此后，Chauvin 等 [12] 进一步证明了动高压下滞后现象的存在。

2008 年，Hu 等 [13] 通过冲击试验测量了锡的高压纵波声速，由纵波声速的突变获得了 γ-δ相转变压力，

约为 34 GPa。2014 年，Xu 等 [14] 通过声速测量确定了 β-γ-液相的三相点为 3.02 GPa、562 K。除此之外，

关于锡的高温高压声速测量研究仍然较少，获得的实验数据一般只在全状态空间的一小部分可用，不

同实验测量数据的温度压力区间相差较大，且存在难以消除的误差，不易开展系统性研究。而受限于

实验技术和成本，对极端高温高压状态下的 δ-Sn、ε-Sn的研究相比于前几个相的研究也较少。

目前，随着计算机性能的提升和计算理论的发展，基于第一性原理的密度泛函理论（density
functional theory，DFT）能够以较低的成本，模拟较大且连续的全状态空间中材料的物性，被广泛应用于

金属锡的物态方程模拟中。早在 1974 年，Hafner[15] 就利用第一性原理计算得出了从 α-Sn 到 β-Sn
再到 γ-Sn的相变过程，并预测了超高压下向 ε-Sn相的转变。1981年，Ihm等[16] 利用 DFT方法得到 α-Sn
的体弹模量约为 45.6 GPa，并指出早期 Reddy 等 [17] 测得的数据（约 111 GPa）有误。1971 年，Price 等 [18]

的实验测量结果也更接近 Ihm 的计算结果。2008 年，Cui 等[19] 利用超软赝势计算研究了锡的 4 个固相

的相变过程，并得到了零温下相变的压强。然而，理论计算结果表明，选择不同的密度泛函会导致计算

得到的相变压强存在差异，如表 1 所示。根据 Chen 等 [20] 的计算结果，对于多种金属和非金属材料，在

常压到中高压（压力 p<200 GPa）范围内，总体而言，广义梯度近似（generalized gradient approximation，
GGA）下的 PBEsol 泛函[21] 对晶格参数、体弹模量、相变压力和 Hugoniot 线的预测最优。虽然局域密度

梯度近似（local density approximation，LDA）[22] 一般会低估材料体积，但在极端高压下（p>300 GPa）对体

积预测的误差最小；而 GGA 框架下的 PBE 泛函[23] 在常压下一般会高估晶格参数，但在高压下，由于过

度的梯度修正，会进一步高估晶格参数。由于金属锡体系具有从半金属到金属过渡的相互作用特性，

泛函的表现稍有不同，因此，系统研究不同泛函下 Sn 的物态方程、相界和弹性模量等性质的变化，对于

后续开展 Sn的第一性原理计算研究具有重要意义。
  

表 1    采用不同交换-关联泛函计算得到的零温相变压力

Table 1    Pressures of zero temperature phase transition calculated by different exchange-correlation functional

Method
Phase transition pressure/GPa

α-β β-γ γ-δ δ-ε

LDA[24] 0.80 23.5 >90

LDA[25] 0.95 15.9 42.9 163

GGA[26] 0.70 12.0 45.0 160

SCAN[27] 16.2
 

基于 DFT 的有限温物态方程研究离不开对亥姆霍兹自由能中离子振动能的计算。目前用于计算

离子振动能且不需要依赖经验参数的主流方法，如德拜模型、线性响应晶格动力学和分子动力学方法

等，计算成本均相对较高，并且德拜模型仅在德拜温度以下有效，无法考虑高温下离子的非简谐振动；

线性响应理论也忽略了非简谐振动效应；第一性原理分子动力学方法通常无法模拟太大尺寸的体系，

在模拟热力学性质过程中会存在尺寸效应，并且会忽略低温时声子的量子效应。这些问题导致对锡进

行宽温压范围的多相物态方程和弹性性质的系统研究仍相对较少。近年来，一种高效处理有限温效应

的平均场势（mean field potential，MFP）方法被应用于有限温物态方程的研究中。该方法是在经典

PIC（particle-in-a-cell）模型基础上提出的一种平均场简化处理方法，既考虑了离子部分的非简谐振动效

应，又通过冷能构建平均场势降低了计算成本，达到了计算精度与效率之间较好的平衡。利用平均场
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势方法，2011 年，Zhang 等 [28] 研究了 β-Sn、γ-Sn 和液相锡的有限温物态方程，并给出了与实验一致的

Hugoniot线和相图。

尽管当前的实验和理论工作已经为锡的高压相变和物态方程研究奠定了重要基础，然而，探索其

宽温压多相物态方程仍面临挑战：首先，分子动力学等传统第一性原理方法在计算离子振动自由能时

存在显著的效率瓶颈，难以覆盖极端条件下的全状态空间；其次，现有理论研究通常依赖经验选择

LDA 或 PBE 等泛函，而近年来涌现的泛函，如针对固体优化的 PBEsol 和非局域 meta-GGA 框架下的强

约束和适当规范（strongly constrained and appropriately normed，SCAN），虽然在部分材料的物性研究中表

现出了一定的应用潜力，但其在锡的相变、弹性响应及冲击动力学研究中的综合适用性仍有待验证。

为此，本研究将通过高效的平均场势方法，结合多泛函下的第一性原理计算，系统性模拟锡在宽温

压范围内的物态方程、相界及弹性性质。首先，利用 4 种密度泛函（LDA、PBE、PBEsol 和 SCAN）分别

对 Sn 的 4 个固相（α、β、γ和 δ相）的零温物态方程进行第一性原理模拟计算，研究不同泛函下锡的相

变过程；然后，在 DFT 计算的基础上，结合平均场势方法进行有限温物态方程研究，得到锡的有限温-宽
压域范围的压缩线和相界，获得与实验接近的 β-γ相界，进而计算得到 Sn 的弹性模量、冲击压缩线和

声速结果，并与实验结果进行对比；最后，对采用 4 种密度泛函得到的计算结果进行交叉验证，以期为

锡的高压研究提供普适性泛函选择依据。

 1    计算方法

 1.1    零温物态方程计算

采用基于密度泛函理论的 VASP（vienna ab-initio simulation package）软件进行零温物态方程计算[23, 29–32]，

计算中采用的赝势为投影缀加平面波（projector augmented wave，PAW）[29, 33]，平面波截断能设为 600 eV，

Sn的价电子取 4d105s25p2。计算采用了 LDA泛函、GGA框架下的 PBE泛函和 PBEsol泛函[21] 以及 meta-
GGA 框架下的 SCAN 泛函 [34]。在第一布里渊区 k 点采样选择 Monkhorst-Pack 方案，α、β、γ和 δ相的

k 点网格分别取 21×21×21、18×18×12、19×19×19 和 20×20×20。离子弛豫采取准牛顿算法，电子态的占

据采用一阶 Methfessel-Paxton smearing 方法[35]。电子自洽计算的总能量收敛标准为 1×10–6 eV/atom。结

构优化使用的力收敛标准为 0.02 eV/Å。静态计算时，在布里渊区采用 Bloch 四面体积分进行总能量计

算。为了保证结果的准确性，截断能和 k 点选取均经过了收敛性测试。

 1.2    有限温物态方程计算

为了获得有限温物态方程，将自由能分解为如下形式 

F(V,T ) = Ec(V)+Fion (V,T )+Fel(V,T ) (1)

式中：Ec 为零温下的总能量，Fion 为离子热振动的自由能，Fel 为电子热激发的自由能。

kBTF≪ EF EF对于电子热激发自由能，当温度不超过费米温度 TF（ ，其中 kB 为玻尔兹曼常数， 为费米

能级）时，电子热激发的自由能 Fel
[28] 可表示为 

Fel = −
π2

6
(kBT )2n

(
E0

F,V
)

(2)

n
(
E0

F,V
)

式中： 为基态下费米能级处的态密度。因此，通常情况下，电子热激发自由能可由电子态密度

计算获得。

离子热振动自由能 Fion 可以通过配分函数 Zion 来描述 

Fion = −kBT N lnZion (3)

式中：N 为晶格总离子数。采用平均场势近似计算配分函数 Zion，忽略原子运动的相互作用，只考虑位

移原子在其他原子的平均场中的振动，从而将配分函数[36] 简化为 
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Zvib =

(
mkBT
2πh̄2

)3N/2 [w
V

exp
(
−U(r)−U0

kBT

)
dr

]N

(4)

式中：m 为晶格离子的质量，ħ为约化普朗克常数，U(r) 和 U0 分别为原子离开平衡位置 r 距离的势能和

原子在平衡位置的势能。传统的 PIC 模型法由具有周期性边界条件的超胞代替宏观体系，需要选择足

够大的超胞来体现实际晶体的相互作用。平均场势方法则认为晶格中的离子振动可以通过晶格体积

的膨胀和收缩的过程来近似。通过改变晶格参数替代原子位置的振动，从而直接使用平均场势 g(r,V) =
U(r)–U0 代替 U(r)，在这种等价下，平均场势 g(r,V) 仅涉及到材料整体的体积改变，而不涉及原子内坐标

的变化。最终，只需要得到多个体积下的冷能即可模拟离子偏离平衡位置的情况，大幅降低了计算

量。Wang等[37–39] 给出了采用零温能量表示平均场势 g(r,V)的方法 

g(r,V) =
1
2

[Ec(R+ r)+Ec(R− r)−2Ec(R)]+
λ

2
r
R

[Ec(R+ r)+Ec(R− r)] (5)

式中：R为特定体积 V 的晶格常数。

需要特别指出的是，式 (5) 中的 λ并不是一个数，而是代表不同 Grüneisen 参数的近似公式，可分别

取为 Slater形式[40]（λ=−1）、Dugdale-MacDonald形式[41]（λ=0）和自由体积理论形式[42]（λ=1）。Song等[43–44]

在Wang的基础上进一步将平均场势方法推广到了低对称性体系中。

总之，给出平均场势 g(r,V) 即可描述给定体积和温度下的离子热振动对自由能的贡献，从而描述

该状态下的热力学性质。此时离子热振动的自由能[37] 可表示为 

Fion = −NkBT
(

3
2

ln
mkBT
2πh̄2 + ln vf

)
(6)

 

vf = 4π
w

r2 exp
(
−g(r,V)

kBT

)
dr (7)

本工作中，采用 Wang 等 [35] 发展的经典平均场势方法进行有限温物态方程研究，具体的计算由北

京应用物理与计算数学研究所开发的 ProME（professional materials at extreme）平台下的MFP2 模块实现[45–46]。

该程序可在 DFT 计算结果的基础上，利用平均场势方法进行有限温物态方程模拟 [47–48]，较好地平衡了

计算的效率和精度。同时，该程序含有丰富的功能，可计算包括等温线、等压线、熔化线以及冲击绝热

线在内的诸多物态方程。经过测试，选择了更适合计算高温的 Slater形式的 Grüneisen参数计算公式。

 1.3    弹性模量和声速计算

对于特定体积下的弹性常数 C，本研究采用 2 种方法进行计算。第 1 种方法为应力-应变（stress-
strain，SS）法，该方法基于广义胡克定律[49]
 

σi j =
∑

kl

Ci jklεkl (8)

σi j εkl式中： 为作用在法线方向为 i 的截面上 j 方向的应力， 为法线方向为 k 的截面上 l 方向的应变。对

平衡晶格结构施加微小应变来计算应力，取应力-应变关系拟合得到的一次项系数为弹性常数[50]。

第 2种方法是能量-应变（energy-strain，ES）法，该方法通过弹性应变能的泰勒级数展开求解 

∆E =
V0

2

6∑
i, j=1

Ci jε jεi (9)

式中：ΔE 为施加一定弹性应变前后晶体总能的变化，V0 为平衡态单胞体积。对得到的能量-应变关系

进行二次多项式拟合，取二次项系数作为弹性常数。2 种方法中，相比于能量-应变法，应力-应变法可

以节省计算时间，但需要较大的平面波截断和布里渊区采样点数才能得到收敛的应力张量。

本研究采用准静态方法开展有限温下弹性常数的计算，即采用对应体积下的零温弹性常数近似替

代特定温度和压强下的弹性常数 [17, 51–52]。由于只考虑了温度带来的体积膨胀对弹性常数的影响，因而

大幅减少了计算量。
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在实际应用场景中，常常需要借助弹性系数来评估材料的弹性性质。常用的弹性系数有杨氏模量

Y、剪切模量 G、体弹模量 B 和泊松比 ν，分别对应材料对正应变、剪切应变、体积变化的响应以及材料

的正应变与剪切应变的关系。由于剪切波只存在于固体中，液体的剪切模量为零，因此，可以利用该特

性判断固体的熔化。利用弹性常数计算体弹模量和剪切模量有 2 种方法：一种是 Voigt[53] 提出的在晶

粒边界上基于应力连续性假设计算得到 BV 和 GV，另一种是 Reuss[54] 提出的在晶粒边界上基于应变连

续性假设计算得到 BR 和 GR。而通过实验得到的 B 和 G 一般为 2 种方法所得结果的算术平均值。本研

究中锡的立方晶系所用的弹性模量公式为 

BV = BR =
C11+2C12

2
(10)

 

GV =
C11−C12+3C44

5
(11)

 

GR =
5C11−C12C44

4C44+3(C11−C12)
(12)

四方晶系的弹性模量公式为 

BV =
2(C11+C12)+C33+4C13

9
(13)

 

GV =
M+3C11−3C12+12C44+6C66

30
(14)

 

BR =
C2

M
(15)

 

GR = 15

18BV

C2
+

6
C11−C12

+
6

C44+
3

C66


−1

(16)

其中 

M =C11+C12+2C33−4C13 (17)
 

C2 = (C11+C12)C33−2C2
13 (18)

由体弹模量和剪切模量可以进一步得到杨氏模量 Y 和泊松比 ν 

Y =
9BG

3B+G
(19)

 

ν =
Y

2G
−1 (20)

其中 

B =
BV+BR

2
(21)

 

G =
GV+GR

2
(22)

相对于压强、温度、密度等物态方程的基本量，声速是物态方程模型中的高阶量。声速是小波相

对于波前物质的传播速度，既可以描述压强对密度扰动的响应，也可以通过纵波声速和横波声速的变

化判断物质是否发生固-固相变和固-液相变。在实验方面，可以通过超声共振等技术测量常温声速，通

过大压机脉冲回波法测量静压声速，通过冲击实验下的追赶平台法、反碰法等测量动压声速 [55–56]。晶

体的声速与热导率、传播方向以及晶体对称性相关 [57]。晶体的平均声速 Cm、纵波声速 CL、横波声速

CT 之间的关系[58] 表示为 
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Cm =

[
1
3

(
2

C3
t

+
1

C3
L

)]− 1
3

(23)
 

CL =


B+

4G
3
ρ


1
2

(24)

 

CT =

(
G
ρ

) 1
2

(25)

式中：ρ为密度。

本研究中不同晶系下的弹性常数、弹性系数和声速的计算是基于 ProME 平台下的高温弹性模量

（high temperature elastic modulus，HTEM）程序进行的。HTEM 是一款高通量计算程序，可实现高温下

7 大晶系的弹性常数、弹性模量以及声速计算。该程序将准静态近似与能量-应变法和应力-应变法相

结合，通过第一性原理计算晶体的能量和应力与应变的关系，从而获得其在高温下的弹性常数。在采

用能量-应变法进行等温弹性常数计算时，HTEM程序还考虑了弹性常数在压强影响下的修正。经过收

敛性测试，在能量-应变法中施加应变为 3%，在应力-应变法中施加应变为 1%。利用能量（应力）-应变

法计算弹性常数时，平面波截断能量取 700 eV，在第一布里渊区，k 点采样选择 Monkhorst-Pack 方案，α、

β、γ和 δ相的 k 点网格分别取 21×21×21、23×23×15、23×23×23 和 21×21×21。电子自洽计算的总能量收

敛标准为 1×10–8 eV/atom。结构优化使用的力收敛标准为 0.005 eV/Å。

 2    结果与讨论

 2.1    零温物态方程

 2.1.1    零温能量-体积曲线计算

计算 Sn 的物态方程，首先需要获得其能量-体积（E-V）曲线。本研究分别对 Sn 的 4 个固相在不同

体积下的结构进行弛豫，在结构弛豫的基础上分别得到不同体积下的能量。如图 1 所示，计算结果表

明，对于 LDA 和 PBEsol 泛函，零温、常压下的最稳定结构为 β-Sn。然而，对于 PBE 和 SCAN 泛函，零

温、常压下的最稳定结构为 α-Sn。值得注意的是，在计算中，γ-Sn 和 δ-Sn 的 E-V 曲线在 4 种泛函下均

非常接近，可能是两者结构相近所致。

采用 BM（Birch-Murnaghan）物态方程[59] 对计算得到的 E-V 曲线进行拟合，具体形式表示为 

E(V) = E0+
9V0B0

16


(V0

V

) 2
3
−1


3

B′0+

(V0

V

) 2
3
−1


2 6−4

(V0

V

) 2
3


 (26)

B0 B′0 =
(
∂B
∂p

)
T

E0式中： 为平衡态体弹模量， ， 为平衡态能量。

B′0

首先对 α-Sn 和 β-Sn 的计算结果进行分析，结果如表 2 所示。与实验结果相比，采用 LDA 泛函计

算得到的平衡态晶格参数 a0 和 c0 相比室温下的实验测量结果低 1%，但结合能高估了 20%，弹性模量高

估了 5%。相比 LDA 泛函的计算结果，PBE 泛函得到的结合能高估 1%，晶格参数高估约 2%，而体弹模

量却低估了至少 15%。PBEsol 泛函的计算效果介于 LDA 与 PBE 之间，晶格参数和结合能分别高估了

1% 和 15% 以内，且得到的体弹模量与实验结果最接近，差别在 2% 以内。SCAN 泛函的模拟效果与

PBEsol 泛函接近，模拟得到的晶格参数基本相同，但对结合能的模拟结果与实验的差别降低到了

10% 以内 [16, 60–62]。对于 γ-Sn 和 δ-Sn，不同泛函计算的平衡态晶格参数、结合能和体弹模量也表现出类

似的特点。值得注意的是，4 种泛函对于 δ-Sn 的 B0 和 均分别高估约 30% 和 19%，与 Desgreniers 等 [9]

和 Cheong 等 [63] 的计算结果一致。需要指出的是，每种泛函都有其适用范围，对于 Sn 这种处在金属性
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图 1    采用 4种泛函计算得到的锡的 4个相的 E-V 曲线

Fig. 1    Calculated E-V curves of four phases of Sn using four exchange-correlation functionals
 

表 2    基于冷能计算 BM 方程拟合的结构参数、平衡体积和体积模量

Table 2    Lattice parameters, equilibrium volumes, and bulk modulus from BM equation fitting

Phase Method a0/Å c0/a0 V0/(Å3/atom) E0/(eV/atom) B0/GPa B′0

Exp. 6.483[60] 1.000[60] 34.06[60] 3.140[61] 42.6[62]

LDA 6.476 1.000 33.94 3.958 45.0 4.9

α-Sn PBE 6.654 1.000 36.83 3.152 35.9 4.8
PBEsol 6.539 1.000 34.95 3.509 41.7 4.8

SCAN 6.549 1.000 35.11 3.414 41.5 4.6

Exp. 5.831[60] 0.546[60] 27.07[60] 3.100[16] 57.0[62]

LDA 5.778 0.543 26.19 3.977 60.1 4.8

β-Sn PBE 5.929 0.544 28.40 3.112 47.6 4.8
PBEsol 5.827 0.543 26.87 3.536 56.1 4.8

SCAN 5.868 0.544 27.45 3.335 52.7 4.8

LDA 3.920 0.854 25.63 3.938 57.0 4.9

PBE 4.041 0.846 27.80 3.091 45.5 4.9

γ-Sn PBEsol 3.945 0.859 26.26 3.517 54.3 4.8
SCAN 3.956 0.866 26.99 3.226 47.3 5.2

Exp. 76.4[9] 4.04[9]

LDA 3.708 1.000 25.48 3.928 59.4 4.8

δ-Sn PBE 3.809 1.000 27.63 3.081 47.3 4.8
PBEsol 3.738 1.000 26.12 3.507 55.8 4.8
SCAN 3.770 1.000 26.78 3.215 51.4 4.8
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与共价性之间的特殊体系，很难通过单一泛函得到满足所有物理量的结果 [20]。尽管如此，在本工作中，

通过不同泛函计算得到的晶格参数、弹性模量、相变压力、结合能等性质与实验结果的差异处在 Chen等[20]

测定的密度泛函理论计算结果的平均误差以内，在一定程度上验证了本研究计算结果的可靠性。

 2.1.2    压力下态密度计算

为了更好地了解不同相下锡的基态性质随压力的变化，计算了不同压力下的电子结构。在本研究

中，测试了不同泛函下的态密度（density of states，DOS），结果均十分接近，因此，这里统一展示采用

PBE 泛函计算的不同压力下的电子结构。如图 2 所示，相比于其他相而言，α-Sn 相的表现最特殊。可

以看出，在费米能级处，α-Sn 的态密度表现出一个明显的赝能隙结构，意味着 α-Sn 的导电性相对较

差。计算结果显示，随着压力的增加，α-Sn的态密度变得更加巡游。
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图 2    采用 PBE泛函分别计算 4个固相得到的不同压力下的零温态密度

Fig. 2    Calculated density of states at 0 K of four ground state at different pressures using PBE exchange-correlation functional
 

然而，对于 Sn 的 β、γ和 δ相而言，在费米能级附近的较大范围内总是存在较平稳的态密度，表明

这些相的导电性较好。在压力下，Sn 的这些相的态密度没有发生明显的改变。此外，由于 γ-Sn 与 δ-Sn
的相结构比较接近，计算结果表明，整体上看，这 2个相的态密度具有类似的结构。

 2.1.3    焓值与结构稳定性计算

零温下锡的相稳定性可通过焓值的相对高低来进行判断。如图 3 所示，在−1 GPa 下焓值最低的

是 α-Sn 相，但压强稍微增加，α-Sn 的焓值就超过 β-Sn 的焓值，使得 β-Sn 成为最稳定的相。当压强继续

增加，根据各相之间的相对焓值大小发生 β-Sn 向其他相的相变。值得注意的是，γ-Sn 与 δ-Sn 之间的焓

差（ΔH）较小，使得两相的相变压强较难确定。由于 γ-δ相之间相边界较难确定，因此，在 4 个泛函的结

果中，只有 LDA和 PBE泛函得到了与实验一致的 α→β→γ→δ的相变序列；在 PBEsol泛函下，γ-Sn相的

焓值始终低于 δ-Sn 相，因而没有发生 γ→δ的相变；而在 SCAN 泛函下，则没有发生 β→γ的相变。更详

细的各相稳定压强范围与实验结果的比较如表 3[13，63–66] 所示。其中：β-γ相变压强来自 Barnett 等 [65] 的

X射线衍射（X-ray diffraction，XRD）实验，γ-δ相界较难测定，目前存在 19 GPa[63]～50 GPa[13] 多种结果。
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 2.1.4    零温锡的压缩线计算

在计算得到的相变压强的基础上，研究不同泛函下锡的压缩行为。如图 4 所示，综合来看，LDA、

PBE、PBEsol 泛函计算的 α→β相变前后的体积变化相差不大，都在 22.2%～23.8% 范围内，相变压强也

都在–0.521～0.880 GPa 之间。然而，SCAN 泛函计算得到的 α→β相变前后的体积变化更小，相变压强

更高。对于 β→γ相变，LDA、PBE、PBEsol 泛函计算的相变体积变化接近，分别为 1.8%、2.1%、1.9%。

γ→δ相变仅在 LDA 和 PBE 泛函计算下才能得到，且体积变化仅为 0.2% 和 0.3%。SCAN 泛函计算仅能

得到 β→δ的直接相转变，相变时体积减小 1.7%，与其他泛函计算的 β→γ的体积变化接近。除 SCAN
泛函外，本研究计算的体积变化结果均与 Salamat等[6] 的 X射线衍射结果一致。

进一步研究了加压过程中 2 个四方相的 c/a 的变化。如图 5 所示，β-Sn 的 c/a 在其稳定压强范围内

变化不大，而 γ-Sn的 c/a 随压强升高逐渐向 1逼近，预示着发生了从四方相到立方相的转变。
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图 3    采用 4种交换-关联泛函计算得到的锡的不同相相对 γ相的焓差随压力的变化曲线

Fig. 3    Calculated ΔH-p curves of different phases (relative to γ phase) of Sn using four exchange-correlation functionals
 

表 3    采用 4 种交换-关联泛函计算得到的 Sn 的 4 个相分别稳定存在的压强范围

Table 3    Calculated stable pressure ranges of the four phases of tin using four different exchange-correlation functionals

Method
Pressure/GPa

α β γ δ

Exp. 0−0.6[65] 0.6[65]−9.8[64] 9.8[64]−19.0[63]、50.0[13] 19[63]、50[13]−146[66]

LDA Negative 0−10.7 10.7−31.3 31.3−50.0

PBE 0−0.8 0.8−5.3 5.3−21.1 21.1−50.0

PBEsol Negative 0−5.2 5.2−50.0

SCAN 0−7.1 7.1−30.9 30.9−50.0
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图 4    采用 4种泛函计算得到零温下锡的 4个相的 p-V/V0 曲线（V0 为 0 GPa下 α-Sn的平衡体积）

Fig. 4    Calculated p-V/V0 curves of four different phases of Sn using four exchange-correlation functionals at 0 K
(V0 means equilibrium volume of α-Sn at 0 GPa)
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Fig. 5    c/a-p curves of four structure of Sn calculated using PBE exchange-correlation functional
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 2.2    有限温物态方程

 2.2.1    有限温压缩线计算

对于 Sn 的宽温域研究，声子振动自由能贡献将变得尤为重要。在计算上，声子振动自由能可以通

过计算声子谱并通过声子态密度获得。然而，声子谱的计算将面临较大的计算量，从而限制了对 Sn 的

宽温域和宽压域的研究。基于 DFT 的计算结果，本研究采用平均场势计算程序 ProME-MFP2 进行有限

温物态方程的模拟，该方案可以较快速地得到 Sn宽温域的基础物性。

图 6 给出了基于平均场势、考虑了电子和声子自由能的有限温物态方程的 p-V 线结果，以及与

X 射线衍射实验测量结果的对比。计算结果表明，采用平均场势方法并考虑温度效应后计算的 p-V 压

缩线与室温下的静高压实验结果[14–16] 十分接近，说明MFP方法能够描述室温下温度效应的影响。

对比分析 4 种泛函的计算结果，可以看出：在相同压强下，PBE 泛函计算得到的 Sn 的体积最大，与

PBE 低估原子间的成键一致；在相同压力下，LDA 泛函计算得到的体积最小，表明在 LDA 计算中，原子

间成键效应更加显著；在相同压力下，PBEsol 对体积的描述介于 PBE 与 LDA 泛函之间；对于 Sn 体系，

SCAN泛函对体积的描述与 PBEsol接近。此外，尽管是室温下的计算，本研究在常压下计算得到的 α-Sn
的平衡体积较其他相更大。

 2.2.2    压力-温度相界与主 Hugoniot 线
计算有限温相界对于第一性原理方法是一项巨大挑战。采用平均场势方法可以较快速地得到有

限温度下 Sn 的自由能。通过对比 Sn 不同相的自由能，可以得到 Sn 在宽压域和宽温域下的相图。图 7
给出了采用平均场势方法得到的 Sn 的相界。计算表明，采用 4 种不同泛函得到的 β-γ相界斜率基本一

致，与早期的实验和理论结果相比更加陡峭，可能的原因是平均场势对 Sn 声子振动的描述不充分。而
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图 6    采用 4种泛函计算的 300 K下 Sn的 4个相的 p-V 曲线与实验数据[3, 6–8, 67–68] 的对比

Fig. 6    Comparision of the calculated p-V curves at 300 K of of four structure of Sn
using four exchange-correlation functionals with experimental data[3, 6–8, 67–68]
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在高温高压下，金属 Sn 的声子非谐效应将变得尤

为重要，从而导致计算的相界斜率与实验不同。

平均场势方法在增加考虑非谐效应的量子修正后

对高温相界的预测可能有改善，这需要在后续的

计算工作中进一步研究。

具体分析采用不同泛函得到的相界计算结

果，LDA 和 PBE 泛函计算的 β-γ相界与 Deffrennes
等 [3] 的结果在零温下接近，但在有限温下存在明

显差别。对于 PBEsol 泛函而言，β-γ相界计算结

果与 Deffrennes 的结果在三相点（约 550 K）附近

接近，但与零温实验值相差较大。值得注意的是，

SCAN 泛函的相变压强远大于其他泛函和实验结

果，且与 Deffrennes 等的结果存在明显差异。此

外，本研究基于 SCAN 泛函，结合 MFP 方法的相

界计算结果，与 Chen 等[4] 采用 SCAN 泛函的深度势能分子动力学模拟结果存在较大差距，这可能源于

深度势能分子动力学与本研究使用的MFP方法在原理上的差异。

为了获得 Sn 的熔化线，采用 Lindemann 定律，以 505 K、0 GPa 为初始熔点，可以计算得出图 7 所示

的熔化线。采用 MFP 方法得到的熔化线的变化趋势与现有的实验数据总体是一致的，在低压下与实

验和分子动力学模拟结果比较接近，但在高压下与实验及分子动力学模拟结果差别较大[3, 65–66, 69]。这是

因为，平均场势方法对非谐效应的考虑不够充分，从而低估了对声子振动熵 Svib 的贡献，导致固相与液

相的自由能差被低估，预测的熔化温度 Tm 低于实验值。此外，平均场势方法还忽略了原子运动间的关

联，随着压强增大，原子间距减小，关联效应增强，计算得到的结果与实验结果的偏差也会更大。这解

释了随着压强增大，采用平均场势方法计算得到的熔化温度 Tm 与实验结果差别增大的原因。此外，由

于 Sn 金属单质本身的复杂性，实验上测量的高压熔化线本身也存在争议[14, 70]。因此，尽管采用 MFP 方

法计算熔化线存在一定误差，但是这种方法的计算代价可控，可以在工程应用中快速地为冲击波实验

设计提供参考。

考虑到在实际应用过程中，Sn 经常处在冲击环境，因此，本研究将重点关注 Sn 的冲击压缩行为。

以室温、常压下的 β-Sn 为冲击初态，计算得到 β-Sn 的主 Hugoniot 线。如图 7 所示，采用不同泛函计算

得到的 β-Sn 的主 Hugoniot 线与 Deffrennes 等 [3] 的

实验结果接近。此外，在现有的实验数据中，本研

究计算结果表明，除 LDA 泛函外，采用其他泛函

计算得到的 γ-Sn的 Hugoniot线差异较大。

进一步计算得到 Sn 的冲击波速度（D）与粒

子速度（u）的关系，如图 8 所示。在 β-Sn 的计算

中，当 D<3 km/s 时，采用 LDA、PBEsol 和 SCAN 泛

函计算得到的 D-u 曲线接近实验数据，而采用

PBE 泛函计算得到的 D-u 曲线比实验数据下移约

0.25 km/s。对于 γ-Sn 的计算结果，在存在实验数

据的区间内，采用 LDA 和 PBEsol 泛函计算得到

的 D 都与实验较为接近，采用 PBE 和 SCAN 泛函

计算得到的 D 都大致比实验低 0.1～0.2 km/s。通

过 Hugoniot 线分析 Sn 的相变，发现采用 LDA 和
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和 Hugoniot线与实验及理论数据[3, 65–66, 69] 的对比

Fig. 7    Comparision of calculated β-γ-liquid phase diagram
and primary Hugoniot curves of Sn using four exchange-

correlation functionals with experimental and theoretical data
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图 8    采用 4种泛函计算得到的 β-Sn和 γ-Sn
在主 Hugoniot线上的粒子速度（u）与冲击波

速度（D）的关系与实验数据[71] 的对比

Fig. 8    Comparision of calculated D-u curves of β-Sn and γ-Sn
on the primary Hugoniot curve using four exchange-correlation

functionals with the experimental data[71]
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PBE 泛函计算得到的 β→γ的相变点与实验数据暗示的相变点非常接近。但采用 PBEsol 和 SCAN 泛函

计算得到的结果均与实验结果存在一定差别。

综上，在 Hugoniot 线的 D-u 计算上，采用 LDA 泛函预测得到的各相的 D-u 数据和相变点都与实验

结果比较接近；采用 PBEsol 泛函预测的各相的 D-u 数据均与实验接近，但相变点的 u 被低估；采用

PBE 泛函预测的相变点与实验接近，但对 D 低估达到 0.1～0.2 km/s；采用 SCAN 泛函计算得到的 D-u 曲

线与实验接近，但相变点的 u 被高估。

 2.3    弹性性质

 2.3.1    弹性常数

一般而言，晶体的弹性性质由弹性常数描述 

Ci j =
1
V0

(
∂2E
∂εi∂ε j

)
(27)

4

42m

Sn 的 α和 δ相为立方晶系，弹性常数有 3 个独立分量（C11、C12 和 C44）。Sn 的 β相是具有 4、 、

4/m 对称操作的四方晶系，其弹性常数有 9 个独立分量（C11、C12、C13、C16、C22、C23、C33、C44 和 C66）。

Sn 的 γ相是具有 422、4mm、 、4/mmm 对称操作的四方晶系，其弹性常数有 6 个独立分量（C11、C12、

C13、C33、C44 和 C66）。当弹性常数满足 Born 稳定性判据 [72–73] 时，晶体具备力学稳定性，对于 Sn 来说，

其 Born稳定性判据[74] 如下。

对于立方晶系，Born稳定性判据为 

C11−C12 > 0, C11+2C12 > 0, C44 > 0 (28)

对于六方和四方类（TI），Born稳定性判据为 

C11 > |C12|, 2C2
13 <C33(C11+C12), C44 > 0, C66 > 0 (29)

对于四方类（TII），Born稳定性判据为 

C11 > |C12|, 2C2
13 <C33(C11+C12), C44 > 0, 2C2

16 <C66(C11−C12) (30)

利用 ProME-HTEM 计算弹性常数，将不同相的弹性常数与 Born 弹性稳定性判据进行比较，发现

在 LDA 泛函下，每个固相在通过零温焓值确定的稳定压强范围内都具备 Born 弹性稳定性。但在

PBE 和 PBEsol 泛函下，β-Sn 在 0～60 GPa 范围内都具有弹性不稳定性，SCAN 泛函下的 β-Sn 也在局部

不满足弹性稳定性。

 2.3.2    弹性模量

在平均场势方法的基础上，利用 ProME 软件的 HTEM 模块，采用应力-应变法和能量-应变法计算

体弹模量。如图 9[18, 75–76] 所示，计算的 α-Sn 的体弹模量（B）在 300 K 附近与 Price 等[75] 的实验结果和依

据实验结果建立的模型接近，但在 70 K 下明显低于实验结果。在相同温度和压强下，采用不同泛函预

测的体弹模量差异低于 9 GPa，其中与实验结果最接近的是 LDA泛函。通过应力-应变法计算的结果与

能量-应变法计算的结果之间的差距不到 2 GPa。
常压下 β-Sn 的有限温体弹模量计算结果如图 10 所示。可以看出，采用 LDA 泛函和 PBEsol 泛函

结合能量-应变法得到的计算结果与大部分实验结果较为接近，且 B-T 曲线的斜率基本一致，数值误差

在 5 GPa范围内，其中 House和Mason的早期实验结果的误差可能较大，与计算结果存在较大差异[77–84]。

在有限温度下体弹模量的计算中，可能由于 β-Sn 的四方相结构对称性低于 α相的立方相，不同方法得

到的计算结果的差异较 α-Sn 显著增大：采用 LDA 泛函与采用 PBE、SCAN 泛函的计算结果的差距扩大

至约 10 GPa，而能量-应变法与应力-应变法得到的结果的差异也达到约 7 GPa。
如图 11 所示，计算 γ-Sn 和 δ-Sn 的体弹模量随压强的变化时，4 种泛函计算结果相差不大，且呈现

随压强增大线性增大的趋势，其中体弹模量结果从高到低依次为 LDA、PBEsol、SCAN 和 PBE。同样，

对于对称性较低的 BCT相的 γ-Sn，不同方法得到的结果之间的差异大于高对称性的 BCC相δ-Sn。
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计算得到 0 GPa 下 β-Sn 的剪切模量如图 12
所示。可以看出，随着温度上升，β-Sn 的剪切模量

下降，不同泛函计算得到的剪切模量之间的差距

小于 5 GPa，与 Rehn 等 [66] 根据 Kammer 等 [86] 测量

的弹性常数计算得到的剪切模量相比，虽然斜率

相比实验略低，但在数值上比较接近，误差较小，

在密度泛函理论计算的误差范围以内。

杨氏模量 Y 直接反映材料抵抗弹性形变的能

力，泊松比 ν反映材料在受力时的力学行为和特

性，它们在物态方程研究中非常重要。在得到体

弹模量和剪切模量后，利用式 (19) 和式 (20) 可计

算得到杨氏模量和泊松比。如图 13(a) 和图 13(b)
所示，在 0 GPa 下，α-Sn 的杨氏模量和泊松比在

0～330 K 的范围内随温度上升而降低。其中，能

量-应变法与应力-应变法计算的杨氏模量之间的

差距在 5 GPa左右，而泛函不同导致的差异在 10 GPa
以内。
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图 9    采用 4种泛函计算的 0 GPa下 α-Sn的

体弹模量与实验数据[18, 75–76] 的对比

Fig. 9    Comparision of bulk modulus of α-Sn at 0 GPa
calculated by four exchange-correlation functionals

with the experimental data[18, 75–76]
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Fig. 10    Comparision of calculated bulk modulus of β-Sn
at 0 GPa using four exchange-correlation functionals
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图 11    采用 4种泛函计算的 1 000 K下 γ-Sn和 δ-Sn的弹性模量

Fig. 11    Calculated bulk modulus of γ-Sn and δ-Sn at 1 000 K using four exchange-correlation functionals
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图 12    采用 4种泛函计算的 0 GPa下 β-Sn的剪切模量

（对比参考数据为 Rehn等[66] 根据 Kammer等[86]

得到的弹性常数计算得到）

Fig. 12    Calculated shear modulus of β-Sn at 0 GPa using four
exchange-correlation functionals (The data used for comparison

were from Rehn, et al.[66], calculated based on the elastic
constants obtained from Kammer, et al.[86])
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 2.3.3    声　速

声速是材料的一个基本属性，在利用能量-应
变法得到的弹性常数的基础上，利用式 (24) 计算

β-Sn 的纵波声速 CL。如图 14 所示，Xu 等 [14] 测得

0 GPa 下 β-Sn 的声速随温度升高以较小的幅度下

降，计算结果均低于实验结果，其中，采用 LDA 和

SCAN 泛函计算得到的结果最接近实验结果，仅

低估 10%。

进一步给出声速沿主 Hugoniot 线的变化。如

图 15 所示，根据 Hu 等 [13] 的冲击压缩实验，当压

力低于 7 GPa 时，Sn 还处于 β相，此时采用 LDA
和 PBE 泛函计算得到的结果与实验结果吻合较

好；采用 PBEsol 泛函计算得到的声速较低；采用

SCAN 泛函计算得到的 β相的声速由于剪切模量

结果为负值，缺乏参考价值。在 7～34 GPa 范围

内，Sn 为 γ相，此时采用 4 种泛函计算得到的结果

都与实验结果高度一致。不过值得注意的是，在

超过 30 GPa 后，计算结果明显偏大，其原因可能

是实验中同时存在 γ相和 BCC相。

 3    结　论

基于密度泛函理论的第一性原理计算，结合

平均场势方法，对 Sn 的 4 个固相 α-Sn、β-Sn、γ-Sn
和 δ-Sn 进行了有限温物态方程和相变研究，并比

较了不同泛函的计算效果。在零温下的计算结果

中，第一性原理计算得到的平衡态基础物性与实

验结果基本一致。综合来看，在计算晶格参数和

结合能方面，PBEsol 泛函表现良好，且在计算体弹

模量上存在优势。在相变压力预测方面，LDA 泛

函表现更佳，PBEsol 和 SCAN 泛函都不能很好地

给出 γ-δ相变压强。在有限温物态方程的研究中，
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图 13    采用 4种泛函计算得到的 0 GPa下 α-Sn的杨氏模量和泊松比

Fig. 13    Calculated Young’s modulus and Possion’s ratio of α-Sn using four exchange-correlation functionals
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图 14    采用 4种泛函结合能量-应变法计算的 0 GPa下

β-Sn的声速（对比实验数据来自文献 [14]）

Fig. 14    Calculated sound velocity of β-Sn at 0 GPa using four
exchange-correlation functionals combined with energy-strain

method (The experimental data used for comparison
were from the literature [14])
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图 15    采用 4种泛函结合能量-应变法计算的

沿主 Hugoniot线的 β-Sn和 γ-Sn的声速

（对比实验数据来自文献 [13, 71, 87]）

Fig. 15    Calculated sound velocity of β-Sn and γ-Sn along
primary Hugoniot curves using four exchange-correlation
functionals combined with energy-strain method (The
experimental data used for comparison were from

the literature [13, 71, 87])
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不仅得到了与静高压实验结果基本一致的不同泛函的室温压缩 p-V 线，还进一步给出了不同泛函下的

β-γ相界，其走势与实验一致。通过 Lindemann 熔化定律计算得到的 β相熔化线与实验结果及分子动力

学模拟结果较为一致。通过不同泛函计算的 Hugoniot线、体弹模量和声速与实验结果间的误差在可接

受的范围内，其中 LDA 和 PBEsol 泛函都表现较好。综合考量下，LDA 与 PBEsol 泛函在研究金属锡的

零温和有限温物态方程中表现比较均衡，推荐在后续的理论计算中使用。通过本工作的系统模拟也可

看出，平均场势方法可以对金属锡的物态方程和热力学物性进行比较合理的预测，但在有限温相界或

熔化线等对精度要求高的性质计算上表现较为粗糙，可能需要引入德拜模型等量子修正来弥补对温度

效应的低估，相关工作有待进一步发展完善。

感谢国家超级计算天津中心的“天河一号”对本研究相关计算资源的帮助和支持，感谢高兴

誉、邹继德、杨真、刘倍雷、赵博浩对本研究工作的帮助。
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Abstract:  Metallic tin is a focal point in high-pressure physics research and a critical material of strategic
importance in defense-related technologies. Due to the rich physical phases of tin, it  is crucial to study the
multiphase equation of state and phase boundaries of tin, whether in basic research or industrial applications.
This  work  systematically  investigates  the  high-temperature  and  high-pressure  multiphase  equation  of  state
(EOS),  phase  boundaries,  elastic  modulus,  sound  velocities,  and  Hugoniot  curves  of  tin  using  density
functional theory (DFT) combined with the mean-field potential (MFP) method. The results not only provide
the multiphase EOS of tin under extreme conditions but also demonstrate good agreement with experimental
data  for  the  β-γ  phase  boundary  and  ambient-pressure  sound  velocities  of  β-Sn.  Furthermore,  this  study
evaluates the effects of different density functionals (LDA, PBEsol, and SCAN) on the high-pressure EOS.
The  LDA  and  PBEsol  functionals  show  superior  consistency  with  experimental  Hugoniot  curves  and
ambient-pressure  elastic  moduli,  while  the  SCAN  functional  exhibits  larger  deviations  in  phase  boundary
predictions but achieves closer agreement with experimental ambient-pressure sound velocities for β-Sn.
Keywords:  multiphase equation of state；elastic modulus；first-principles calculations；mean-field potential
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