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高压、高应变率与低压、高应变率实验的
本构关联性

*

陈大年,刘国庆,俞宇颖,王焕然,谢书港
(宁波大学力学与材料科学研究中心,浙江宁波 315211)

  摘要:指出Johnson-Cook(J-C)、Zerilli-Armstrong(Z-A)、Bodner-Parton(B-P)本构方程

在一定条件下的适用性,表明对于低压、高应变率实验,单一曲线假定似乎可以采用。通过等

效应力、等效应变,可以将不同应力状态下的流动应力函数采用统一的方程描述。然而,这些

本构方程的确立,并不包括平面冲击波实验。对适合于平面冲击波实验的Steinberg-Cochran-
Guinan(SCG)本构方程,讨论了其方程中所包含的高压与高应变率耦合效应。指出,以剪切模

量度量的流动应力具有应变率相关性。基于温度效应的新发现以及直接测量平面冲击波流动

应力的新进展,分别用J-C本构及SCG本构方程估算了钨材料在高压、高应变率加载下的流

动应力。结果表明,采用J-C本构估算的流动应力仅在压力为10GPa以下才能与实验数据相

近,当压力高于10GPa时,流动应力只能采用SCG本构估算。也指出了高压、高应变率本构

方程与低压、高应变率本构方程所对应的不同物理背景。

  关键词:本构方程;高压;高应变率

  中图分类号:O347.4   文献标识码:A

1 引 言

  高压、高应变率塑性变形与低压、高应变率塑性变形的规律与影响因素不同。对于低压、高应变率

塑性变形,流动应力被表示为应变、应变率及温度的函数。有人把此类函数关系称为低压、高应变率本

构关系,其实方程中并不出现压力。基于Hopkinson杆实验及高应变率扭转等实验,现已有大量低压、
高应变率本构方程,有的是表象的[1],有的具有物理背景[2,3]。高压与高应变率对于塑性变形的耦合效

应发生在冲击波中,在冲击压缩科学领域是研究前沿[4],已有不少学者研究材料在高压、高应变率加载

下的本构方程[5~8],冲击波在流体中传播的相对简单的概念在固体中变得非常复杂。虽然,连续介质理

论已被用于各种数值技术,解决非常复杂的问题。然而,与高速冲击及爆炸驱动有关的塑性变形问题仍

然未能很好解决,其核心问题就是缺乏能如实描述本征特性的高压、高应变率本构方程。虽然,高压对

塑性有影响,这一点在静高压实验中早已发现,但是,低压、高应变率本构关系不适用于动高压条件并没

有在强冲击研究领域形成共识。目前,通常把低压、高应变率的本构方程作为高压、高应变率本构方程

使用,这是不胜枚举的事实,也是本文讨论高压、高应变率本构方程与低压、高应变率本构方程相关性的

现实意义。

2 低压、高应变率实验的单一曲线假定

  单一曲线假定最早是由Davis等提出的[9],他们曾用铜和中碳钢制成的薄壁圆管做准静态的拉伸
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和内压实验,实验时使拉力与内压比值k保持常数,对于不同k值进行了一系列实验。结果表明,只要

在简单加载(比例加载,且不出现卸载)或偏离简单加载不大的条件下,尽管应力状态不同,等效应力与

等效应变的关系曲线都可近似地用一维拉伸曲线表示。单一曲线假定从本质上讲,是假定了加载路径

的无关性,不同应力状态的应力-应变关系可以通过等效应力、等效应变统一描述。然而,单一曲线假定

能否应用于冲击力学是值得研究的。
设

σ=f(ε,̇ε) (1)
为材料超出弹性极限后,在一维应力冲击状态下,应力σ与应变ε、应变率ε̇的函数关系。根据单一曲线

假定,在复杂应力状态时超过弹性极限后,等效应力σe、等效应变εe、等效应变率ε̇e 应有同样的函数关

系,即

σe=f(εe,̇εe) (2)
其中

σe= 1 [
2
(σ1-σ2)2+(σ2-σ3)2+(σ3-σ1)]2

1/2

εe= 2 [3
(ε1-ε2)2+(ε2-ε3)2+(ε3-ε1)]2

1/2

式中:σ1、σ2、σ3 为主应力;ε1、ε2、ε3 为主应变。

Johnson-Cook[1]从相当低应变率(̇ε≤1.0s-1)的等温拉伸实验、等温扭转实验、各种应变率的扭转

实验、各种应变率的压缩与拉伸实验(准静态及SHPB)以及在改变温度情况下的SHPB实验,确定了等

效应力与等效应变、等效应变率及温度的如下本构关系

σe (= A+Bεn ) (e 1+Clṅε* ) (e 1-T* )m (3)

式中:̇ε*
e =̇εe/̇ε0;T* =(T-Troom)/(Tmelt-Troom),T 为温度;̇ε0=1.0s-1 。

能够确立这种本构关系之事实表明,在非准静态加载下,材料在不同应力状态下的本构关系也可用

等效应力、等效应变、等效应变率的关系来描述,也就是说,在高应变率条件下,单一曲线假定似乎也成

立。事实上,J-C本构的函数形式基于等效应变、等效应变率以及“相对”温度对于等效应力的效应是同

等的假定,因而可作分离变量处理。这种本构关系完全是经验性的,缺乏物理背景。

Zerilli-Armstrong[2]提出了一种基于位错动力学的本构模型。对于面心立方(fcc)金属

σe=C0+C2ε1/2e ·ex (p -C3T+C4Tlṅε )e (4)

对于体心立方(bcc)金属

σe=C0+C1·ex (p -C3T+C4Tlṅε )e +C5εn
e (5)

式中:C0、C1、C2、C3、C4、C5 和n为材料参数。
另一个隐含单一曲线假定的本构模型是著名的Bodner-Parton[3]模型,设总应变率分解为弹性与非

弹性之和

ε̇ij =̇εij
e+̇εij

p (6)
并假定在整个加载或卸载过程中二者均非零,其中弹性应变按 Hook定律,非弹性应变按Prantl-Reuss
流动规则

ε̇ij
p =̇eij

p=λsij (7)
式中:̇eij

p 为偏塑性应变率,sij为偏应力,λ为比例因子,平方(7)式,得到

Dp
ν =λ2J2

λ=(Dp
ν/J2)1/{ 2

(8)

式中

Dp
ν =12ε̇ij

ṗεij
p= (34 ėe )p

2
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J2=12sijsij =13σ
2
e

Bodner假设

Dp
ν =D2

0·ex [p (- Z2/σ )2e ]n (9)

式中:n控制了速率敏感性;Z为硬化参数,依赖于加载历史;D0 为Dp
ν 的极限值;n和Z 可以分别依赖

于温度。由(7)式~(9)式得到

ε̇ij
p=D0·ex

é

ë
ê
êp - (12

Z2
σ )2
e

ù

û
ú
ú

n 3sij

σe
(10)

Z已被表示为

Z=Z1-(Z1-Z0)·ex (p - m0+m1-m
2 -m0W )p  (11)

m=m0+m1·exp(-2Wp) (12)

式中:Wp=∫σijḋεij
p;n表示温度T 的参数,n=A+B/T。

J-C本构方程、Z-A本构方程以及B-P本构方程的建立表明,对于低压、高应变率实验,单一曲线假

定似乎是可以采用的。也就是说,对于不同的应力状态,通过等效应力与等效应变,可以把应力、应变、
应变率以及温度的关系统一描述。但是,必须指出,J-C等本构模型虽然基于拉伸、扭转等不同应力状

态,并不包括平面冲击波实验,因此,在冲击加载下的单一曲线假定能否应用于平板撞击所产生的冲击

波情况尚需考证。事实上,冲击波实验产生高压,这种动高压产生的塑性可压缩性有可能使vonMises
屈服条件不成立,从而从根本上否定等效应力的意义。

3 高压、高应变率实验与低压、高应变率实验的本构关联性

  平面冲击波实验是典型的高压、高应变率实验,设平面冲击波传播方向为第1主应力方向,则在弹

性范围有

p=-Klnv=- E
3(1-2μ)

lnv

ε1=lnv

s1=43Glnv= 2E
3(1+μ)

lnv

s2=-12s1

σ1=Klnv+43Glnv= E(1-μ)
(1+μ)(1-2μ)

lnv

σ2=σ3=Klnv-23lnv= Eμ
(1+μ)(1-2μ)

ln

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï v

(13)

式中:σ1、σ2 为应力,s1、s2 为偏应力,p为压力,v、ε1 分别为比容和应变,E 为杨氏模量,μ为泊松比。
可见,在线弹性范围,由一维应力实验确定了材料的基本特性E、μ后,一维应变实验的结果完全可

以由方程(13)预计。
在一维应力实验中,设σ=σs 时材料发生初始屈服,对于复杂应力状态,材料发生初始屈服的条件

是经典塑性理论的要点之一,一般认为,vonMises条件是适合于金属材料的,可以表述为

s21+s22+s23=23σ
2
s (14)

对于一维应变状态,此条件为

s1=23σs
(15)

由方程(13)得到
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σ1= 1-μ
1-2μ

σs (16)

这就是说,如果在一维应力状态,当σ=σs时材料发生屈服,那么在一维应变状态,当σ= 1-μ
1-2μ

σs时材

料才发生屈服。
超过弹性极限后

p=p(v)

σ1=-p(v)+23σ{ s

(17)

或者在高压下

p=p(v,e)

σ1=-p(v,e)+23σ{ s

(18)

式中:p=p(v,e)为高压状态方程,e为比内能。
现在研究,如果采用SHPB装置,取得一维应力下,动态后继屈服强度或流动应力的如下本构方程

σs=f(ε,̇ε) (19)
式中:ε、̇ε分别为一维应力条件下的应变和应变率。如何应用于一维应变状态的本构描述?

如果单一曲线假定也适用于平面冲击波实验,那么,利用SHPB装置取得的方程(19)式可直接用

于平面冲击波实验,

σ1=-p(e,v)+23 (f 2
3ε
,2
3
̇)ε (20)

式中:ε、̇ε分别为平面冲击波实验的一维应变及一维应变率。
如果设

σe=F(εe,̇εe) (21)
为J-C、Z-A、及B-P本构方程,则(20)式可表示为

σ1=-p(v,e)+23 (F 2
3ε
,2
3
̇)ε (22)

  关于材料在一维应变状态下的初始屈服及后继屈服研究,1980年后一直是冲击波物理的研究前沿

与热点。1980年Steinberg[5]等指出,上述vonMises意义的屈服强度σs(σs≡Y)随应变率̇ε的增强是有

极限的,超过一定应变率,̇ε对Y 的影响很小。研究表明,当应力超过10GPa时,应变率对于屈服强度

的效应可以忽略;就应变率而言,当ε̇≥105s-1时,可认为Y 不依赖于̇ε。应变率效应随应力增大而快速

减小归因于随着应力增大温度的迅速增高。事实上,大量实验结果揭示,平板撞击下,材料一维应变状

态的屈服强度Y 是应变ε、压力p、温度T 如下形式的函数,简称为SCG本构[5]

Y=Y [0 1+β(ε+εi ]) [n
1 (+ Y′p

Y )
0

p
η1
/3 (+ G′T

G )
0
(T-300 ]) =

Y [0 1+β(ε+εi)]n G
G0

(23)

式中:η=v0/v,v0 为初始比体积;G=G(p,T)为剪切模量;Y0 为初始屈服强度;β、n为加工硬化参数;ε
i为初始 等 效 应 变,通 常 取 为 0;G′p/G0、G′T/G0 为 参 数。对 于 Al(6061-76)、Au、Be(S-200)、

Cu(OFHC)、Mg(AZ31B-H24)、Nb、Ni(Annealed)、Pb、Pt(Annealed)、StainlessSteel(304)、Ta、Ti、V、

W等14种金属材料,这些参数均已给出。然而,1989年Steinberg[6]等修正了他们的模型,计及了应变

率效应,把流动应力表达为

Y [= YT(̇εp,T)+YAf(εp ] [) G(p,T)/G ]0 (24)

式中:YT(̇εp,T)及f(εp)分别为热激活部分及非热部分,分别由如下方程确定

ε̇p {= 1
C1
ex [p 2Uk (kT 1-YT

Y )
P

]
2

+ C2
Y }

T

-1
(25)
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YAf(εp)=Y [0 1+β(εp+εi ])
n (26)

式中:εp 为等效塑性应变,YP 为Peierls应力,2Uk 为形成长度为L 的位错段中一对结所需的能量,k为

Boltzman常数,C2 为阻曳系数D 除以位错密度ρ*乘Burgers矢量b的平方

C1=ρ*Lab2ν*/2w2 (27)
式中:a为Peierls谷间的距离,w 为结环的宽度,ν*为Debye频率。

本构方程(24)式的实质是,高压与高应变率对于流动应力的耦合效应具有可分离变量特性,以剪切

模量为流动应力的尺度,在此种尺度下量度的流动应力具有应变率相关性,并由位错动力学确定,而温

度效应则包含在剪切模量的相关性以及位错动力学机理之中,而高压效应则包含在剪切模量对压力的

依赖性中,这也正是静高压中已发现的。
华劲松[7]对于Steinberg等建立的本构关系(23)式进行了深入讨论。指出,在构建SCG本构关系

时,作者依据静高压实验的规律,假设Y/G 为常数。华劲松[7]证实此假设对动高压数据也成立。结果

表明,对于93W合金材料而言,在压力高达200GPa时,Y/G 为常数的假设仍然合理。华劲松等还提出

了直接利用冲击波速度与波后质点速度的关系,确定SCG本构关系中的参数的方法。
张江跃[8]等通过测定93W合金中的再加载和卸载波传播的拉格朗日声速,获得了93W 合金在一

次冲击终态为14.81、30.22及92.36GPa三个压力点下的剪应力、最大剪应力和剪切模量。得到的在

不同压力下的Y 值列于表1中。

表1 实验得到的93W 材料的Y[8]

Table1 ExperimentalflowstressY[8]for93W

p/(GPa) Y/(GPa) pH/(GPa) ε

14.81 1.84 16.04 0.050
30.22 2.63 31.97 0.094
92.36 4.86 95.6 0.176

  如果按方程(3)表示的Johnson-Cook本构模

型,计算表1中的Y,方程(3)中的参数为[1]:A=
1.51GPa,B=0.177GPa,n=0.12,C=0.016,对
于p=14.81GPa的情况,取ε̇=105s-1,不计温

度影响,计算得Y=1.90,比较接近实验结果。然

而对于p=30.22GPa及92.36GPa的情况,按

Johnson-Cook本构模型(3)式计算的Y 远小于实

验结果。事实上,适合于高应变率情况的Johnson-Cook等模型并不适合于高压冲击波情况的本构模

型。前者是应变、应变率及温度的函数,而后者是应变、压力和温度的函数。在物理机理上,低压、高应

变率塑性变形与高压、高应变率塑性变形的规律是不同的。
与一维应力相比,一维应变的多应力状态使材料发生体积应变,产生较大的压力,致使高应变率塑

性变形与冲击波塑性变形不尽相同。不同的应力分量产生不同的物理机制[10]。
(1)位错。位错的产生与运动受偏应力的控制,而层积缺陷(堆垛层错)受压力的影响。
(2)第二相粒子。如果它们与基体有不同的可压缩性,这些第二相粒子也是位错之源。压力可以

破坏它们与基体的粘附,伴随材料强度的减少,这些是压力的效应。
(3)单独颗粒。对于晶格不显示立方对称性的材料,单独颗粒有各向异性的可压缩性,压力在它们

的边界上将建立不相容的应力,这些不相容的应力对于延性材料产生缺陷,对于脆性材料产生裂纹。
(4)相变。压力会引起材料相变,马氏体也可由剪切应力或剪切应变引起。
(5)孪晶现象。剪切应力激发孪晶,压力可以有间接效应。
(6)点缺陷。剪切应力产生点缺陷。然而,它们的扩散率受压力的影响。
(7)熔点。受压力影响。
(8)冲击与剩余温度。压力与偏应力都可以影响冲击与剩余温度,然而机制不同。压力引起的温

度上升是热力学效应;偏应力产生位错及其运动,这些内摩擦(塑性功)转化为热,伴随温度上升。
关于高应变率下材料的本构关系与冲击波作用下材料本构关系的考证是最关键的问题,这种考证

主要是通过实验、理论与数值模拟相结合。著名的 Taylor撞击实验就是考题。应该指出的是,在

Taylor撞击实验中,由于高速撞击产生的冲击波使材料处于高压、高应变率状态,必须采用高压、高应变

率本构方程而不能采用低压、高应变率本构方程。然而,著名的学者就采用了低压、高应变率本构方程
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进行数值模拟。Zerilli-Armstrong[2]把具有150m/s速度的铜试件的Taylor撞击实验结果分别与采用

Johnson-Cook本构关系及Zerilli-Armstrong本构关系数值模拟的结果进行了比较。研究表明,试件在

撞击过程中的径向变形剖面与采用Zerilli-Armstrong本构关系得到的计算结果一致。而与采用John-
son-Cook本构关系得到的计算结果有较大差异。这说明,某些低压、高应变率本构方程在一定条件下

也能应用于高压、高应变率状态,并非绝然不适用于动高压条件。
对于冲击波作用下材料本构关系的典型考题是平板撞击实验。Steinberg等[5,6]采用他们建立的本

构方程(23)式以及(24)式,数值模拟了平板撞击试件靶实验,把计算的试件自由面或界面的速度历史与

实验结果相比较,考察本构方程中应变、应变率、压力、温度诸项对计算结果的影响。然而,这并不是直

接验证高压、高应变率本构方程的方法。
值得提出的是,随着冲击波实验中,横向应力计测试技术与分析的改进,直接测量冲击波剖面流动

应力的研究有了可喜的进展。为直接验证高压、高应变率本构理论模型提供了可能性。1996年 Millett
等[11]评论了冲击波实验横向应力计数据的分析,指出必须考虑应力计经受的应力与应变状态。他们研

究了锰铜应力计随纵向应力或压力的硬化,也估计了应力计的几何效应、绝缘厚度影响等。2001年

Greewood等[12]讨论了锰铜应力计的保真度问题,提出了产生最终破坏模式干扰的原因,也描述了入射

冲击波前沿初始接触产生的不良信号,并报道了一种减小或消除干扰的装置。1999年~2003年间

Millett、Bourne等[13~15]发表了很多有关直接测量不同材料在平面冲击波实验中的流动应力的结果,其
中包括钨合金、铝合金、TiTa合金、钽等材料在不同纵向应力范围(2~14GPa)的流动应力变化规律,也
显示了不同纵向应力下的Hugoniot弹性极限。

剪切强度τ由熟知的关系得到

2τ=σx -σy (28)

图1 钨材料的剪切应力随纵向应力变化

Fig.1 Variationofshearstresswith
longitudinalstressfortungsten

式中:σx 和σy分别为纵向及横向应力。图1[13]表示

钨材料的剪切应力随纵向应力变化的实验结果,由
图1可见,钨无论处于合金或非合金条件,均随冲击

应力的增大而明显硬化。图中也表示了Zhou及

Clifton[16]用压剪实验所得到的结果。虽然实验与

测试技术完全不同,实验结果却具有可比性,也说明

平面冲击波实验与压剪冲击实验似乎同属某种加载

途径相关性。采用图1的实验结果来考察所关心的

本构方程问题。
必须首先注意到关于温度效应的新发现,2000

年Clifton[17]指出,理解金属在高温下的动态塑性响

应对于理解塑性流动的速率控制机理是最重要的。

1998年Frutschy等[18]曾经把室温下的流动应力表

达式乘以温度依赖性因子,试图描述高温、高应变率

的流动应力,这个因子当温度趋于金属熔化温度时

减小为零。然而,最近的实验结果表明,这样的模型

并不合适。事实上,1996年Kanel[19]等采用升温的平板撞击实验已经发现,对于铝和镁,在温度趋于零

压熔点时,流动应力并不降低,反而升高。1998年Frutschy和Clifton[18,20]指出,对纯铜所作的应变率

为106s-1的压剪平板撞击实验也有类似结果,在高达85%零压熔点时,流动应力仍然很高。Clifton[17]

认为,这可能与塑性功转换为热的因子有关,通常采用的转换因子为0.9,这是对相当大的应变而言的。
在平面冲击波实验中,应变很小,此因子不会如此大。

鉴于这些新发现,有理由可以不计由于冲击升温而引起的流动应力的减小。对于钨合金而言,SCG
本构方程(23)式中的Y0=2.2GPa,β=7.7,n=0.13,Y′p/Y0=1.0,G′T/G0=1.4×10-4,在不计温度效

应的情况下,对于纵向应力为13.5、11.8及9.5GPa的实验而言,由钨材料的C0=4.0km/s、λ=1.24
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可估算ρ0/ρ=0.97~0.98,从而由SCG本构方程(23)式估计的Y=2.5~2.6GPa,与图1中所示的实

验结果比较接近,只是对于纵向应力为4.9及13.5GPa的实验而言,实测的Y 分别低于及高于SCG本

构方程(23)式的估算值。
显然,高应变率下材料的本构方程与冲击波作用下材料的本构方程适用于不同的应变率范围及压

力范围。问题是,当材料经受强冲击波作用达到高压状态又从高压状态卸载时,当卸载到较低压力范围

时,能否采用高应变率下的材料本构方程? 不少学者(包括著名学者)采用了Johnson-Cook等低压、高
应变率本构方程数值模拟层裂现象,其中包括冲击加载和卸载过程,这种现实一方面表明,在强冲击研

究领域,并非已有共识:“适用于低压条件下的金属行为,显然不适用于动高压条件”。另一方面也表明,
对冲击后的卸载过程还缺乏深刻认识。我们认为,从微观机制来看,这种使用似有问题,因为上述论及

的不同应力分量产生的不同的细、微观效应是不可逆的,从高压卸载到较低压力时,低压本构方程不一

定能够使用。

4 结 语

  (1)对于低压、高应变率实验,单一曲线假定基本上可以应用于不同应力状态,通过等效应力与等

效应变可以把流动应力表示为应变、应变率及温度的统一表达式。
(2)对于高压、高应变率实验,就钨材料而言,只有在压力低于10GPa情况下,低压、高应变率本构

方程才有可能与高压、高应变率本构方程估算的流动应力相近,核心问题是,在高压下,必须考虑高压与

高应变率的耦合效应,特别是高压效应。
(3)低压、高应变率下材料的本构方程与冲击波作用下的材料本构方程适用于不同的应变率及压

力范围,压力及偏应力引起不同的细、微观效应。因此,从物理机理上说,这两类本构方程具有不同的物

理背景,而且是不可逆的细、微观的过程,所以也不能应用于同一材料经历的同一过程,例如从高压卸载

到低压的过程。
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TheConstitutiveRelationshipbetweenHighPressure-HighStrainRate
andLowPressure-HighStrainRateExperiment

CHENDa-Nian,LIUGuo-Qing,YUYu-Ying,WANGHuan-Ran,XIEShu-Gang

(Mechanics& MaterialsScienceResearchCenter,NingboUniversity,Ningbo315211,China)

Abstract:ItisindicatedthattheconstitutiveequationsathighstrainratesproposedbyJohnson-Cook
(J-C),Zerilli-Armstrong(Z-A)andBodner-Parton(B-P)collapsethedataofflowstressincompres-
sion,tension,torsion,andshearintosimplecurvewiththescalarquatities‘effective’stressand‘effec-
tive’strain,however,thecollapseddataofflowstressdidnotincludethedataintheplanarshock
wavetests.TheSCGconstitutiveequationproposedbySteinbergetalfortheplanarshockwavetests
isdiscussed,whichdescribesthecoupledhighpressureandhighstrainrateeffectsontheplasticde-
formationofmaterials.Basingontherecentexperimentsatelevatedtemperaturesandhighstrainrates
andtheshearstrengthmeasurementsduringshockloading,theflowstressfortungstenathighpres-
sureandhighstrainratesisestimatedwithJ-CandSCGconstitutiveequations,respectively.Itiscon-
cludedthattheJ-C,Z-AandB-Pconstitutiveequationsmaynotbeappropriatetodescribetheplastic
behaviorofmaterialsathighpressureandhighstrainrates,comparingwithSCGconstitutiveequa-
tion.Itisemphasizedthatthephysicalbackgroundoftheconstitutiveequationathighpressureand
highstrainratesisdifferentfromthatatlowpressureandhighstrainrates.
Keywords:constitutiveequation;highpressure;highstrainrate
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