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分形图形周界和面积的关系

龙期威
(屮 国科学院金,B物理研究所 )

(中 囤科学院国际材料物理中心 )

抽要 本义讨论分形图形周界和面积的关系;指出:在现实存在的有限层次自相似结构的近
似分形图形中,Ma ndcIbt(、 t的周界一面积分维关系不适用。这町能是一些用此″法测出的分维值

随码尺大小变化的根本原囚。

关n词  分形 分维 κ∝h岛  白相似

-、 引 一
舀

众所月知,非分形周界图形的长度和面积的平方根之比值只和图形的儿何形状有关而与

大小无关。对于其有分形周界的岛则很不相同,月界长度和测量的码尺长度有关。当码尺ε
→0时 ,L(ε )→∞,而面积彳(ε )则保持有限值。MandeIbrot 

Ⅱ°
和Fedσ ^指出:引入

周界分维参数,则周界和面积之分维比值 :

〔厶(ε )〕
l/J’

口’=('(ε
)〕
/’

只和选择的码尺有关,和图形大小无关,即 1^!

〃D(ε )=Ⅳ l/f’
^ε

(l D/J’

ⅣR为相似图形用相应码尺量度得的数值 :

(I)

( 2)

L.(ε
°〉=Ⅳ丬ε「              (3)

丬是和几何形状有关的参量。/V^和 1在既定的一套相似图形中为常量。

MandeIbrot等 2曾经应用这个关系测量过断口分维。在此之后,许多人应用此法研 究

F材料的脆性
4`断
裂韧性 16),疲劳【

’∶及点蚀‘
:等。在部分实验里,出现了韧性和分维反变

化关系的可疑结果
1⒋ s“j,有的人由此怀疑应用分形理论研究材料韧性的可能性

1° ,也有一些

人则认为一些物理过程出现韧性和分维反变化关系也是可能的
9⑷
。龙期威和穆在勤

‘
"j指出,

用周拜一面积关系的方法测出的断口分维值是随码尺变化的,此方法的应用需要特别小心。本

文将对此问题进行进一步的讨论,指出存在的问题以及应用它测分维的不足。

二、周界和面积的分维关系

我饣j选择起始图形 (如正四边形,正三角形)的边长为L。 ,月 长为Pll,面积为彳。,码

尺长度为″。

(4)且
L
ο

〓

本文于1990年 3月 7日 收刭。
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周界和面积的关系为 :

〔竿 〕
吻〓呷 阶 γ ∴  汽〉

(5)式相当于P,'以民长度为单位的表达式勹当D=1时 ,P(ε )=P。 ,'(ε )='亻。,〃 (ε )

=仇 c

现在,根据 Koch曲线的白相似性质,周 界的长度应当满足以 r关系

P(ε )

— =ε
(l-/l                (6〉

P。

由 (5冫 式和 (6)式 町知 ,

m=π ⅡⅡ'I帑/
由 (7)式我们。J以看出 :
1.〃 (ε )的表达式中比 (2)式多了一个随码尺变化的囚子(刀,/'(ε )〕

2̌ (2)式
中

的
'牛
常数。

2.‘对于一些特殊形状图形,如正方K∝ h岛 ,'(ε )=爿Ⅱ,面积不随测量码尺,或分肜结

构层次变化。此时 (7)式简化为
〃(ε )=铷 ε‘̄

”/′ ) (8

此即 Mandc丨 b“
"rla和
FcdcrEla指出过的月界和面积的分维比值随码尺的变化关系。但是,

「一般图肜,"〈 ε)午刀。,(8)式 不成立。

3,当ε→ 0时,由于彳(ε )→ 亻`(常数
)。 囚而

夕(ε )≈ rr ε
‘̈″)刀9.(月。/彳

')l/∶
:=C·ε
d^’ /f)

虽然 (2)式和 (9)式不完全相等,但是,(9)式和 (2)式在规律性上还是相同的c

以,Mandel⒌t,t芍的论断在码尺很小的情况还是近似成立的￡

三、用周界一面积关系测分维的问题

实际发生在淅口、腐蚀坑、晶粒及夹杂物等相似分形岛只是近似的,只 J艹有有限层次的

白桕似结构。层次数也不会太多。往往图形越小,其月界包含的自相似结构层次反ml越少

这籼 Mandd"α
’
和「cder1闸分析的相似分形岛系列有很大的不同

(如图 l)。

如果我们用同样长短的码尺凡去测量这三个不同大小的岛·则其丿削长分别为:(a)I凡
,

(b〉 4PlⅡ r c)4∶ r1,。 连续 卜去第″个臼相似结构的岛的月长为 4Ⅱ
^!)P。 以 L(u),

(b),(c)· ·⋯Ⅱ″)【F列的岛比较接近实际情形:岛形越人,则包含的臼相似结构层次

越多 :

现住,我们改fH每个图形自己的起始图形月界长嚏尸1"(P",P。Ⅱ PⅡ、)为码尺单位去溅璧

各臼图彤的闾长讠
(:凵 只有一个层次,为 P⑾ ,(p)有二个层次,为 (4/3)尸。2,(c)有三

个层次,为 (4/3)· P。∷ 有″个层次的,为
(4/3)"ˉ ⅡP(l,l我们立即口r以胥出:探讨这=类不

同大小相似分肜岛的罔界面积的分形关系等价于探讨一个分形岛的不同自相似结构层次的周

(7)

(9

冫

对

)
所
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图 l 正三角分形岛
(0)起始图形周长为 P° ,(b)起 始图形月长为 3P。 ,(c〉起始图形周长为 3?o

Fig,l  Diagramma1ic sketch of regular triangle trac1aI island ( a, The initiaI island

pe"meter equ引 s几 (b)The i“ :ial i引 and pe"mder equals3P。 ~c)Tlvc i"i1ial i艹

l,nd perimeter oqualC3zPo

界面积关系。前面已经指出:不同层次的周界面积分维比值是不一样的。因此,利用这种关

系测出的
“
分维
”
必然会和码尺大小有关,即不是真正的分形周界臼分维值。在这种枋形下,

这样的测分维方法不适用。

作者在前文
[!° Jl]中已对两种标准的分形岛实例进行了计算。可以看出用此法的D(″ )测

值是随分形结构层次数″或码尺大小变化的。在这里所着重说明的是:近来许多工作均在测

各种大小不等的相似图形的周长和面积,求出平均值的办法实际上相当于单一的图形,以不

同层次数的测值求平均,而后者是不合理的。     ·

再者,根据标准正方、三角形分形岛的实际计算
1I° J‘ J,我们知道

'(ε
),或
'(″
)到ˉ

定息次之后就趋于某一极限值了。

土卩黼
¨      ⑽

因此,夕 (ε )可以从 c。变到无穷大!诸 e和彳`值在双对数图上不会是直线关系渎验上得到的
“
直线
”
关系可能夹杂着一些假象

[l"和对数坐标对低离的缩小。

我们认为:这可能是此法测的分维值随码尺大小变化的根本原晰

当码尺相对于起始图形月长小很多时,此法测出的分维值可能近似成立
【
"〕 ;但实验中很

难判浙所用的码尺是否已足够小。最好认真检验一下用此法测出的分维值是否随码尺变化。这

当然又涉及要变化码尺长度多大范围的问题。还需要注意现实的自相似绪构都是有限层次的
。

川果码尺选择得小于最小步长
(或最大层次),所测的周长、面积,因而分维值也就不再变了。

这当然还不能肯定分缑测值已达到近似成立的状态,因为Mandelbrot等所讨论的相似分形

岛是理想的无限层次的。
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因此,测量分维时最好还是利用 (6)式 ,而不用 (5冫 式。近来有一些工作便是利用
(6〉 式的关系做的

d2]。

本工作承国家自然科学基全委员会 (NsFC)资 助 (ss80056),特 此致谢。
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nol hdd in the i引 and with hnitc∞ lfsimilar generatio灬 .This might be the rea∞ n why the

rrac:al dimension mcasured with P/刀  reIation varied with the Iength of yards1ick in pre~
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