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库特 (Coue“e)剪切流准确解的一般形式

韩德才,周铁农,潘永阁

(燕山大学 ,河北秦皇岛 “6000)

描要 :从 ⒒s方程出发 ,得到了轴对称异型断面管纯剪切流动速度分布的一般解 ,进而推出了

纯剪切流动有限宽度矩形断面管的速度分布和流量计算公式 ,证明了库特剪切流是有限宽度矩形

断面管当宽度趋向无穷大时的一种特例。并对库特剪切流流量的计算误差进行了分析 ,给出了该

公式的适用范围 ,同时对有限宽度矩形断面管剪切流公式进行了曲线拟合 ,得到了便于工程使用

的流量计箅公式。

关铤词 :库特剪切流 ;准确解 ;速度分布

中图分类号:os5   文献标识码 :A

1引 言

N-s方程问世一百多年来 ,由于方程的高度非线性 ,其一般解至今不能得到解决。许多学

者根据流动的具体形式 ,对其进行物理模型简化和数学简化 ,然后对简化后的方程进行求解 ,

得到了一些很有限的基本解 ,常称这些解为准确解或解析解 ,库特剪切流就是其中的一例。库

特剪切流无论在理论上还是工程应用上都具有重要意义 ,其推导过程和计算公式几乎被列人

所有的流体力学教科书中[I~3),已成为流体力学课程必讲的一个解析解的例子。尽管如此 ,库

特在推导过程中存在着一个缺欠 ,这就是假设二平行平板为无穷大 ,即不考虑平板宽度的影

响。而工程上多数流动是在有限宽度平板下进行的 ,这使库特剪切流的应用范围受到限制。

为了解决这一问题 ,本工作从 N-s方程出发 ,通过对有限宽度矩形断面管纯剪切流动的分析 ,

对库特剪切流进行了修正。这对流体力学理论和工程应用都具有重要意义。

2 轴对称异型断面管剪切流动速度分布的一般公式

由于液压元件和流体静压技术的不断发展 ,异型断面管得到了广泛应用
",列
,其断面可以

是三角形、梯形、半圆形和矩形 ,统称为异型断面管或非圆断面管。本工作所研究的轴对称异

型断面管剪切流动的模型如图 1所示 ,底边以 zJ。 速度运动 ,其它 3边固定不动 ,它服从流体运

动一般方程 ,即 Nˉs方程

ρΙ可
〓pF^vP+〃 V2Ⅱ

式中 :〃 为动力粘度 ;ρ 为流体密度 ;F为质量力 ;p为压力 ;叨 =(·艿,·y’ 山刀)’ ·‘′△/、 ·z分别为

流体速度的三个分量。在图 1所示的流动模型和坐标下假定
(1)流动为平行流动 ,即 乙y〓 0,山z〓 0,而 乙男≠0;
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(2)流动为恒定的,即 a/a莎 =0;
(3)流 动为充分发展的层流 ,即 a.钌/a另

〓0;

(4)质量力可以忽略 ,即 F〓 0;

(5)无压差 ,即纯剪切流动 ,Vp〓 0。

根据上述假定 ,N-s方程可简化为

努
Ⅱ 努
〓0  ⑴

在(1)式中,为简化起见 ,我们弃脚标 钌而不

计 ,即令 山Ξ〓·。对应的边界条件为

·〓0, 当 y〓 只z),y〓 -只 z)时
山〓0, 当 z〓 0时
·〓Io0,当 z〓 九时

式中 :rl z),-r【 z)分别为轴对称异型断面管的两个对称边 ,九 为异型断面管的高度。这样 ,我

们所研究的流动转化为由方程(1)~(4)所构成的定解问题。此定解为拉普拉斯方程矩形区域

内的第一类边值问题。这样一个定解问题 ,与库特剪切流相比其主要区别有两点 :第一 ,前者

为二维流动 ,而后者为一维流动 ,若再假定二平行平板为无穷大 ,即 a山r/ay〓 o,则方程(1)退化

为库特剪切流所对应的微分方程 ;第二是边界条件不同 ,前者具有 4个边界条件 ,即方程(2)~

(4),而后者只有 2个边界条件 ,相当于本文的方程(3)和方程 (4)。

有许多方法可以求解上述定解问题 ,这里拟用分离变量法。设 ·(y,z)=y(y)z(z),则

刁2zJ/ay2 〓 zl″    a2IJ/az2 〓 【z9

将其代人方程(1),得到

z〃/z〓 ˉ //y (5)

方程(5)左端为 z的函数 ,右端为 y的函数 ,要使其成立 ,只有其公共比值为一个与区域内的点

无关的常数 ,令该常数为
^,则
有

z〃/z〓 -'/y=λ

于是得到两个方程 ,即

图 1 轴对称异型断面管模型
∏g,I Axial symn● eLy modeI of cα dot

m曲 nc,nˉ cIrcdar cross se面 on

(2)

(3)

(4)

(6)

z〃 -^z〓 0

F+^y〓 o

^≤
0时 ,山≡0。 故只能取

^)0,因
此可令 λ

z〃 -〃 z〓 0

∥+严 y〓 0

z〓 ⒕eρ +Be^ρ
y=cc。s',+Dsin',

(7)

(8)

〓严,代人方程(7)和方由边界条件可以验证 ,当

程(8)得到

解得

(9)

(10)

(11)

(12)

式中
^、

B、 C、 D为待定积分常数。
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将边界条件(2)代人方程(I2)解得 C〓 0或 D〓 0,但两者不能同时为零。否则将使 ·≡0。

由于流动关于 z轴对称 ,故只能 D〓 0。 这样可得

Ccos周F(zO) =0

由于 C不等于零 ,故只有 ∞s〃(zO)=0,zO为 对称边界上的点。由此可得

`=钳
⑴ 〓⒐·⒉⋯)

如令 △Π〓
(2屁 +1)π

,并将

`代

人方程(11)和方程(12),得到

z 〓 姓e· /'爪 zo) + Be^· //r【 zO)

y=Ccos△ ny〃(zO)

由叠加原理可得到满足方程(1)和边界条件(2)的解为

·〓∑ [⒕:e∠
'双
V+B、 e-∠哪 V]· cⅡ△∥/rrzO)

Ⅱ=o

式中 :Ⅱ、=^C,Bn〓 BC。

由条件(3)可得 ⒕″=-B刀 ,代入方程(15),再利用边界条件 (4),并对比富里埃展开式 ,得

到

A″ 〓 (-1)Ⅱ ·
2△。/△Ⅱ

(16)
e△户
/∫(z。 ) ~ e-△

n九
/∫(zO)

将其代人方程(15),得 到

乙〓
泛圣
(-1)刃 。

赞
。
量年髟买导←E(王丢孑箅牾古

·co。厶∥〃(幻)   (″ )

这就是轴对称异型断面管纯剪切时的速度分布。显然它是一个关于 γ、z的二元函数 ,这是由

于考虑了有限宽度异型断面管侧壁的影响。

3 有限宽度矩形断面管纯剪切流动

对于有限宽度矩形断面管纯剪切流动 ,其宽度为确定值 ,如 图 2所示 ,假定宽度为 2@,则

×z)=@,将其代人方程(17),得到

(13)

(14)

(15)

山=泛圣(-1)Ⅱ·赞·璧争f摇·cos·〃/@ (18)

这就是有限宽度矩形断面管纯剪切流动的速度分布公式 ,显然它也是一个关于 y、 z的二元函

数。如果给定矩形断面高度 九=0.5cm,宽 度 2G〓 ‰m,滑动边速度 IJO〓 1cm/s,则 可得到图 3

所示的速度剖面图。由图 3明显可见 ,在有限宽度矩形断面管的纯剪切流动中 ,边壁的影响是

很大的。与传统的库特剪切流相比 ,前者为二维速度剖面 ,而后者为仅与 z有关的一维速度剖

面 ,且线性分布。

下面将证明传统的库特剪切流速度公式是本文公式(18)当 宽度 2@趋 向无穷大时的一种
特例。对公式(18)取极限 ,有

魉̈ 熙亳(-1)l·赞·
ezl'/¤ -e^·

'/c
e△沪
/c~e^厶

n1/°
cos厶 ∥/@〓
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Σ圣±·(-1)Ⅱ·铮·cos· :古·|△劈争f摇
根据边界条件(4),∑ 内的第一个极限为 山。,而第二个极限出现 0/0形式。应用罗必达法则 ,

可得到后者的极限为 z/凡 ,所以上述极限为

lim IB 〓 IJO z/汔

这恰好是库特剪切流的速度分布公式。这就证 明了传统 的库特剪切流速度公式是本文公式

(18)当 宽度 h趋 向无穷大的一种特例。

图 2 矩形断面管模型

∏g.2 Modd of∞ 记讧t耐山 rectmgd盯 Cross seCtion

4 流n计算公式、误差分析、拟合公式

图 3 二维速度剖面
∏g.3 Two山 mensional vd∞i9山 s扭ibut0ns

4.1 流Ⅱ计箅公式

工程上 ,经常使用的是流量公式。为此 ,我们对公式(18)进行积分并设流量为 o,得到

o 〓 ∫∶c∫∶I: ·dydz= ∫∶tI∫∶lIl(-1)Ⅱ·号董;· :翕劳矢←∈⒈∶:;钅饣:· cos· "y/@dydz 〓

辛赞·唱硭输 (19)

这就是有限宽度矩形断面管纯剪切流动的流量公式。它考虑了边壁的影响 ,因此计算精度高。

但是 ,它是无穷级数形式 ,计算不方便。这就是为什么本文后面要考虑拟合公式的原因。

4.2 误差分析

由于库特剪切流忽略了宽度方向上的边壁影响 ,其流量计算必然会偏高。利用本文的结

果 ,可以估计这一偏差。设原有库特剪切流流量为 QcT,贝刂其计算公式为

QcT〓 @九·0 (20)

设有限宽度矩形断面管纯剪切流动的流量为 Q川 ,其计算公式为(19)式 ,又设两者的相对误差

为 E,贝刂      。
E=(ocTˉ oJu)/QJu (21)

给出矩形的宽和高以及 吼 ,可计算出不同宽高比 2o/九 下的误差 E,如表 1所示。由表 1可

见 ,相对误差随着宽高比的增加在减少。只有当宽高比 2@/九 大于 100时 ,其误差才小于 2%,
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此时可忽略边壁的影响。当宽高比为 4时 ,其误差已达 15.8%。 其误差之大 ,必须修正。

表1 不同宽“比2己 /无 下流Ⅱ的相对误差E
Tab1eI Relat1ve error of mOw mte to d1n臼“9Ⅱ ratlo2c9/h

uO/(cm/。 ) 无/(cm) 2o/(cm) 2tI/Jj 0cT/(cm3/s)  QJu/(cm3/s)
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4.3 拟合公式

由公式(21)可以得到

QJu〓 QcT/(1+E)〓 ε·QcT
ε=1/(1+E)

(22)

(23)

由此可见 ,只要知道 E的计箅公式 ,就可以利用
库特剪切流的流量公式来计箅流量 ,之后加以适

当的修正 ,其修正系数为 ε。而 E的计箅公式可
以通过曲线拟合的方法得到。现将表 1图示化 ,

其结果如图 4所示。由图 4可见 ,E随 2@/九 的
变化规律为一衰减曲线。这里 ,我们用幂函数进

行曲线拟合。为此 ,设 E〓 Jf。 (2@/几 )″!,可得到

″0=0.叼3,Jfl〓 ~0.gO3和 相关系数 R〓 0。 9g6,

所以ε=[1+0。 093(2@/九 )【
l· :°3⒈ I,这

就是库特

剪切流流量公式的修正系数。E的拟合曲线如图
4所示。

5结 论

2口 /冫

图 4 误差及其拟合曲线
⒒g,4 Emr and nued curve

库特剪切流为有限宽度矩形断面管纯剪切流动的一个特例。库特剪切流的流量公式仅在

大宽高比下适用。当宽高比小于 1∞ 时,需要进行修正。本文中给出的修正后的流量公式计

算简单、方便 ,适合工程应用。
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AN EXACT sOLUTION FOR COUETTE sHEAR FLOW

HAN De-c缸 ,ZHOU Tie-nong,PAN Yong-ge

(⒒md池 屁 I/nJvers讠 〃 ,0J∴沈 u″昭da9066∞ 4,Chj刀厄 )

Abstract: An exact soIution σF velocity d血Ⅱbution for Coue⒒ e shear now in a n。
n-ch℃u1ar conduit with

axial synunetry section is obtained in this paper。 Frt,m the solution,ve1ocity and now rate f。
r the rectangu-

lar sedion conduit咖 th丘nite Iv1dth are obt碰 ned,and it o conc1uded that Coue⒒
e shear now is just a speˉ

cial example when the诫 d山 诒just idi血 te in the rectangular secton cond“ t nc,w。 Further,we analyzed

the eⅡor of the so1ution,and the range in which the fonnula is suitable is g1ven。
An appropnate forrnula

which is easy to use in engineeⅡ ng was obtained based on the resu1ts,

Key wOrds: Couette shear n° w;exact sdution;ve1oC⒒ y dk芘obuuon
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