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长时相干效应与分形布朗运动

王克钢 龙期威
(中国科学院金启研究所〉
(中国科学院国际材料物理中心 )

摘要 我们研究了阻尼布朗粒子,在具有幂律长时相干C(r)~厂 ′(0<肛<1,1('<2)

的无规涨落力作用下的运动情况。我们发现它是作分形布朗运动,而不是作普通的布朗运动,而

且.找 出了分形布朗运动的有效 Fokkerˉ Planck方程,以及相应的精确解。于是第一次把长时

相干效应和分肜布朗运动建立了定量的联系。

关键卩 分形 布朗及分彤布朗运动 扩散 FokkCrˉ Planc k方程
0

^、 日刂   舀

众所周知,自 R· Brown{"第一个观测到悬浮在液体中的花粉作无规运动以来,Bro wn〓

im运动已成为物理学,尤其是非平衡统计物理中的一个最基本的问题
卩。

MⅡdelbrot田 于19sB年首先从数学上引进了分形布 朗运动 (fractionaI Brownian

mQ刂pn)的概念,从而把普通的布朗运动扩充到分形布朗运动。但他并没有从物理上去研

究分形布朗运动产生的物理綦础,即分形布朗运动产生的物埋基础与普通布朗运动的物理基 {

础之间差别何在?或者说,布朗粒子在什么情况下作普通布朗运动,而在什么条件下作分形

布朗运动?

近年来,人们对芬形布朗运动的研究产生了浓厚的兴趣,但大部分工作是集中在计算分

形 Brownian运 动的轨迹及轨道的分形维数∫以及探讨芬形布朗运动的自仿射性
丨
"。 据我

们所知,仍没有工作涉及到系统研究产生分形布朗运动的物理基础。本文的目的是想结合分

形几何和非平衡统计物理来研究产生分形布朗运动的物理基础及其应用。为了回答上面提出

的问题,我们首先推导出布朗运动的有效 Fokkerˉ Planck方程。用广义的涨落耗散第二定

理及 Einstein关 系来计有效的扩散系数,最后把无规涨落力的长时相干效应和分形布朗运

动及反常扩散联系起来了。

二、分形布朗运动的 Fokkerˉ Plamc k方 程

当布朗粒子在流体中运动时,周围介质对它的作用,可以分成两部分:第一部分是摩掠

阻力,第二部分是由于分子无规碰撞所引起的无规涨落随机力。如果布朗粒子的质量远大于

介质粒子的质量时,即流体密度比较低的情况下1随机力的平均值为零,雨它的相干 函数

C(r)= F(o〉 F(r)>近似为 J函数 2,此时布朗粒子的运动是普通的布朗运动。

但是,当布朗粒子在比较稠的流体中 "或在具有内部苜由度的流体中运动
(51,以
及布朗

粒子在渗流集团上的运动时
阝,无规涨落相干函数不再是J函数了,市展现出幂律长时相干。
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为了方便起见,讨论一维的情况,显然布朗粒子的位移 x是一个随机变量。假定布朗粒
子受到摩掠阻力和长时相干的无规随机力的作用,则相应的 Langevin方程为

勿X+夕 '(r)攵 =尸(r)               (1)

其中″为 Brownhn粒 子的质量 ,曰 (r)是阻尼系数,F(o具 有以下相干性质 :

{Σ″丨T(∶ >=c⑺亻̀      (2)
指数
'值

一般可取0<肛<1,'=1,1(肛(2,实际上 缇 由物理过程的动力学机制确定
的。另外请注意,c(r)与 厂′之间的比例系数是与时间无关,但与

'有
关,即 一般情况下,

不同的物理过程其比例系数是不同的。于是我们可以把相干函数写成 C(r)=ε (')r′ 的形

式。如果 C(r〉 是J函数,随机过程是 Markov过程,相应于这种情况下的布朗粒子作普通
的布朗运动,相应的 Fokkerˉ Planck方 程及其解,在非平衡统计物理的教科书中可找到。
但是对于长时相干的情况,则是一个非 Markov过程,不存在象普通布朗运动那样简单的
Fokker-Ph nck方 程,但是近似的Fokker Planck方程也称为有效的 Fok kerˉ Pla nc k方程,
一般可以用泛函分析的方法求得

丨7引 。详细而复杂的推导将在其它地方论述
I川 。在此只给出

结果

名 扛
L=” D鸹

罟
⊥     ⑶

其中D火 r〉 是有效的扩散系数,夕 (x,r)是在 r日寸刻x位置处发现 Brownian粒 子的几率。在

得到上式的过程中,实际已承认了r=o,x=o。 与普通的布朗运动的 Fok kerˉ Pla nc k方
程相比较,我们发现形式上相似 ,但扩散常数被含时间的有效扩散系数所代替。
由 Einstein关系和广义的涨落耗散定理可知,有效的扩散系数是由无规涨落力的长时相干

效应所决定。阻尼系数和有效扩散系数由 De(r)~1/夕 (r〉 关系式联系起来。而阻尼系数和无

规涨落力的相干函数之间的关系
{6|是
通过方程

“ o→ Esclslds~"⒀ 川 置
川 s~田 D“ 2一 剑 尸

联系起来。应该注意的是 ,C(r)是无规力的相关函数,而不是速度 自相关函数 。于是 D口 (r)

可表示成

Dc(r)=DO/夕 (rλ =DO(2L')r`l/E(')=F(')r肛 |     (4)

其中 F('〉 =(2-0/ε ('),DO将证明为普通布朗运动中的扩散常数。把 (∠ )代入 (3)

式可得到

=坊 F(D虍 l竿 (5)

下面将耍证明,当
'和

F('〉 取不同的值时,上式既可以描述普通布朗运动,也可以描述分

形布朗运动。
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三、分形布朗运动的 FOkker-PIaⅡc k方程的解
‘

当
'=1,,F(')=1时

方程简化成

竿
=凡
芈

众所周知,偏微分方程 (6)包含初始条件 ρ(x,0)=δ (')的精确解为

p(茗 ,r)=(1/√厶πDOr )e xp(-x2/厶 DOr)           (7)

显然 (6)和 (7)式分别为普通布朗运动的 Fokker=Pla nc k方 程及其解。于是我们也看
到,方程 (5)中的Do就是普通布朗运动的扩散系数。

当F(')=', 0<'(1,或 11'(2,方 程 (5)简化成

竿
=D ln"架      (。 〉

利用 Fou"er积分法,经过一些数学运算,可以求得初始值为 p(艿 ,θ〉=J(犭 ),方程 (5)的

精确解为

p(犭,r)=(1/√ 4πDOr卩 )exp(_//4Dl,r′ )      (9)

现在来讨论 ″(x,r)的标度性质,作如下标度变换

∫ x=b′
/2x

丨 r=r,r

贝刂

p(x=b′ 纟x。 r=br)=b′/切 (戋 r)

方程 (10)表明 p(x,r)具有自仿射性质
19mI。

利用
'(x,r)可

求得位移的一阶和二阶矩为

(6〉

(10)

∫ 
′<x(r) '=0
丨(Ex(r)]2>=2Dl)′′≈r′

(11)

(12)

大家知道分形布朗运动具有三大特点
l引 ,即(x(r)>=o, (Ex(r)]?>~r’ Jf,0<〃 (

1/2,1/2(〃 <1,以及分形布朗运动的轨迹具有自仿射性。所以,若是
'=2〃
,我们很容

易看出,方程 (8)是拙述分形布朗运动的 FOkkerˉ PIa nc k方程,而方程 (9)是其精碗
解,即是抽述分形布朗运动的概率分布函数,据我们所知,这是第一次给出。

四、结论和讨论

通过以上分析,我们可以得出以下几点结论 ,· 并加以讨论。
(1)我们已第一次给出了分形布朗运动的 Fok kerˉ PlanCk方程为
丿p2″ (x,r)/′ r=DO2〃 r2肛 l(丿 2p2〃 (大 ,r)/丿 /              (13)
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以及其精确解为

奶″(x,r〉 =(1/√ 4πDOr2″ )exp(· -//厶 DOr2″ )       (14)

(2)事实上
'方
橙 (1j)式和 (1厶 )式可用来描述反常决和幔的扩散过程。由于De(D

~∥〃l,当 0<″ <1/2或0《
'<1,则

(13冫 和 (14〉 式可用来描述反常慢扩散过程
ml;

当1/2(〃(1,或 1(肛m,方程 (13〉 和 (14〉 描述了反常快扩散过程
ml。

(31)值得注意的是,在得到方程 (3)和 (13)之前,我们的出发点是无规涨落力具

有时间幂律长时粕干,而非J函数。而方程 (13)是描述分形布朗运动以及反常扩散的基本

方程。于是我们把长时相干效应和分形布朗运动以及反常扩散通过方程 (2〉 ,(3)以及(13)

联系起来了,同时也可看出产生分形布朗运动及反常扩散的物理基础是系统所受的无规涨落

力具有长时相干性。

乌u珲 猡 鏖 嬲 鼽 瘛 酃 ￡ 硼 锿 媛:{怼蜇 J段 胥

儿何00办沽冰本?华可以从分析物理过程的动力学机制来求。我们相信,从动力学机制来求

分形维数将更为广泛地应用。

(Ⅱ

0∶ )Ⅱ如果把整个分数布朗运动过程看成由无穷多个元运动组成,而每个元运动看成是

普也布朗运动,则 (z/〉 ~Dc(r〉 沙,于是整个分数布朗运动的位移二阶矩为

△
以 丬 )亻 D× o沙tpH沙 ~卩

即得出与 (12)式相同的形式,这也说明了我们的推导是正确的。

感谢童连科教授和邢修三教授的有益讨论和支持。
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ABsTRACT  We present a comprehensive study of the mouon 。f a darnped Bro、 vnian

par"cle undergoing a randoΠ 11y fluctu母 ung Force with zero` mean  and a  correlation

func刂on of a pOwerˉlaw刂 nle dependence,0rC【 r)~厂 101毋<1,1<`<2,i灬tead of the Dirac ∞卜

taˉ function,It is evident that this motion is frac"onal Brownian motion or fraCtal BrownJ

ian  motion (fB:n).The effective Fokkerˉ Planck equation For fBm and i灬  solu"on for

fB而 are presented. We have also  esta bⅡ shed  thc  quantitative rela“ on of  longˉ

time correIation of a power law time dependence to the fBm and anomalous diffusion.

KEY WORDs fractal。 Browni;n ond fractaI Brownian motion,diffusion,Fokkerˉ Pla nc k

equation.


